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Вступ

Предмет і завдання курсу

Електродинаміка – наука про електромагнітне поле (ЕМП) і його зв’язок з електричними зарядами, вивчає дію поля на заряди і взаємодію поля з речовиною.

Весь розвиток вчення про електрику та магнетизм приводить до висновку про існування ЕМП. Це вид матерії, який характеризується тим, що діє на рухомі та нерухомі заряди.

Поняття силового поля вводилося і в механіці, але там ми розглядали поле як допоміжний математичний об’єкт. ЕМП – матеріальне, тобто це фізичний матеріальний об’єкт.

В механіці використовують принцип дальнодії, тобто один об’єкт безпосередньо діє на інший, а електромагнітна (ЕМ) взаємодія пояснюється на основі принципу близькодії, тобто передається через поле і зі скінченною швидкістю, швидкістю розповсюдження поля.

В електродинаміці основна увага приділяється вивченню ЕМП. 
Класична електродинаміка – це макроскопічна теорія, в ній поле, речовина, заряди вважаються неперервними, тобто не розглядається дискретна структура речовини. В класичній ЕД розглядаються моделі макроскопічних полів і зарядів. 
ЕМП є носієм сили. Сила, з якою поле діє на заряди, визначається полем в певній точці. 
Відомо, що речовина і поле мають дискретну структуру. Структурна одиниця ЕМП – фотон. Але дискретність не розглядаємо. КЕД відноситься до макроскопічних теорій, має широку область застосування, але з певними обмеженнями. 
На основі класичної електродинаміки було пояснено більшість ЕМ явищ, але класична електродинаміка не змогла пояснити:

1. випромінювання і поглинання світла;

2. фотоефект;

3. дисперсію світла;

4. стійкість атомів.

Ця класична теорія була доповнена електронною теорією речовини. Засновником її був Лоренц. Речовина розглядалася як сукупність зарядів, які рухаються і взаємодіють між собою.

Вплив поля на речовину у макроскопічній теорії визначався введенням деяких характеристик речовини, електричної ( і магнітної ( проникностей та питомої провідності (. Але пояснити явища поляризації, намагнічування можна було тілки на основі мікроскопічного підходу електронної теорії.

Класичну теорію можна застосувати у випадках, коли дискретний характер поля і заряду не впливає на протікання явищ, в ній розглядаються макроскопічні області простору, в яких знаходиться величезна кількість електронів, іонів, фотонів. [image: image1.wmf](
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Для взаємодії на елементарному рівні закони макроскопічної електродинаміки мають обмежене застосування, в цьому випадку застосовується квантова електродинаміка.

Застосування

Область застосування класичної електродинаміки дуже широка внаслідок розповсюдження ЕМ взаємодії в природі і важливості цієї теорії в розумінні властивостей і структури речовини, а також і важливості технічного застосування ЕМ явищ. Закони електродинаміки мають широке практичне застосування і є частиною технічних наук: радіолокація, фізика твердого тіла. 
Теоретичний курс ЕД дозволяє з допомогою математичного апарату глибоко  і всебічно проаналізувати явища електромагнетизму. 

Знання теоретичних основ допомагає зрозуміти характер  і об’єм спрощень, які, внаслідок необхідності, допускаються в шкільному курсі фізики. 

Типи фундаментальних взаємодій

Електромагнітна взаємодія найбільш поширена -  і сильна, і далеко діюча. Її прояви можна спостерігати в мікро-, макро-, і мегасвіті. До сил з електромагнітною природою відносять сили тертя, пружності. 
Деякі відомості з векторного аналізу
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 – скалярне поле.

Скалярне поле характеризується однією похідною, яка називається градієнтом. 
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Векторне поле характеризується двома похідними – скалярною та векторною.

Дивергенція – це скалярна похідна:
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Ротор – векторна похідна:
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 – проекція на напрям нормалі 
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Властивості оператора 
[image: image10.wmf]Ñ

 (набла)


[image: image11.wmf](

)

;

Y

Ñ

+

Ñ

=

Y

+

Ñ

j

j





(4)


[image: image12.wmf](

)

j

y

y

j

jy

Ñ

+

Ñ

=

Ñ

;



(5)


[image: image13.wmf](

)

a

div

grad

r

r

r

r

r

j

j

a

a

j

j

a

a

j

+

=

Ñ

+

Ñ

=

Ñ

;

(6)

[image: image14.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

b

a

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

Ñ

+

Ñ

=

Ñ

+

Ñ

=

Ñ

.

(7)
Повторне застосування оператора Набла (або знаходження других похідних) 
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2. 
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3. 
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4. 
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Розділ 1. Основні поняття класичної електродинаміки

§1. Електричний заряд та його властивості

Основними поняттями класичної електродинаміки є електричний заряд і електричне поле. Поняття заряд пов’язане з особливими властивостями заряджених тіл, які проявляються у взаємодії між зарядами і у створенні електричного поля. Обидві ці властивості визначаються однією і тією ж величиною – електричним зарядом. Заряд – скалярна величина.

Величину електричного заряду визначають при фізичних вимірюваннях по проявам електромагнітної взаємодії. Для нерухомих зарядів – по закону Кулона, для рухомих – по магнітній взаємодії. Заряд виражається дійсними числами, може бути додатнім, від’ємним, нульовим, інваріантний відносно перетворень Лоренца – не змінюється при переході від однієї ІСВ до іншої. Заряд – дискретний: 
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Існує структурна одиниця заряду, елементарний заряд: 
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Матеріальними носіями елементарного заряду є електрони і протони. Заряд – величина адитивна: 
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В класичній електродинаміці заряд – неперервний. Це допускає і неперервність його розподілу в просторі. 
Об’ємна густина заряду 
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, де 
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 – фізичний нескінченно малий об’єм. Цей об’єм набагато більший об’єму атома. 
[ρ] = [
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]. Фізичний зміст ρ – заряд одиниці об’єму. 
Вводяться також поняття лінійної 
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[τ] = [
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Точковий заряд. Йому в електродинаміці відводиться двоякий зміст. По-перше, за точковий заряд приймається нескінченно малий заряд dq, який поміщено в об’ємі dV . 
dq = dV*ρ. 
З іншого боку використовується і модель дискретного у просторі точкового заряду, згідно з нею заряд будь-якої величини q може бути розташованим у геометричній точці простору. 
Умова застосування моделі точкового заряду: відстань до точки спостереження значно більша розмірів зарядженого тіла. 

Елементарні заряди протона і електрона розглядаються як точкові, розподіл заряду у просторі не враховується, це враховується в квантовій електродинаміці. 
Заряд в скінченній області простору. 

Якщо задана об’ємна густина заряду 
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q = ρ*V – коли ρ = const. 
Аналогічно для розподілу заряду по поверхні.
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Питомий заряд 
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 - важлива характеристика зарядженої частинки. Його визначають експериментально, вивчаючи рух заряджених частинок у магнітному полі (МП). Вперше 
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 визначив Томпсон у 1897р.
Дослід Мілікена

Величину елементарного заряду визначив Мілікен, досліджуючи рух краплин масла, які вдувалися через пульверизатор 1 в проміжок між пластинами 2, де створювалося електричне поле.

[image: image1234.wmf]B

r

Внаслідок опромінювання заряд краплин змінювався.

Рівняння руху краплин:

без поля: 
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при наявності поля для рівноваги краплі: 
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Розрахунки показали, що всі отримані значення q для різних краплин кратні деякому qmin=
[image: image39.wmf]e

, це і є елементарний заряд.

Дослід Томсона

Томсон вивчав рух електрона у схрещених електричному і магнітному полях, які відхиляють електрон в протилежних напрямках, з допомогою газово-розрядної трубки. 
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Із умови (ел=(маг слідує, що Fел=Fмаг
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З іншого боку: 
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Закон збереження заряду

Закон збереження заряду відноситься до числа абсолютних законів в природі тому що відображає основну властивість матерії – її незнищуваність.
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Заряд ізольованої системи не змінюється, немає витоку заряду. 
Це відбувається внаслідок стабільності елементарних носіїв заряду. 
На основі закону збереження заряду можна пояснити наступні явища:

1. електризація тіл тертям (заряди окремих тіл змінилися, а заряд системи цих тіл залишається незмінним);

2. електризація через вплив (змінюється заряд частин тіла, але заряд тіла взагалі не змінюється). 
КЕД не вивчає процеси, при яких відбувається взаємне перетворення частинок. 

§2. Електричний струм

Рухомі електричні заряди утворюють електричний струм. Він характеризується силою струму. Для характеристики розподілу струму в просторі вводять поняття густини струму. Густину струму можна визначити через швидкість упорядкованого руху зарядів і їх концентрацію:
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де ( – об’ємна густина заряда, ( – швидкість упорядованого руху. 
j=
[image: image51.wmf]^
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Модуль густини струму дорівнює заряду, який проходить за 1 секунду через одиничну площадку, яка розташована перпендикулярно напряму вектора швидкості зарядів.
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Якщо задана густина зарядів 
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 і швидкість зарядів 
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, то густину струму можна визначити як (1). Вектор 
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 напрямлений у бік вектора швидкості додатних зарядів.


[image: image57.wmf]j
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 вводять для характеристики розподілу струмів у просторі. Для наглядного графічного зображення струму вводять лінії струму, які проводяться так, що в будь-якій точці напрям вектора 
[image: image58.wmf]j
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співпадає з напрямом дотичної до лінії. Густина ліній визначає модуль 
[image: image59.wmf]j
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. Чим більша швидкість руху зарядів – тим більша густина струму. 
Визначимо струм, який проходить через деяку поверхню. За визначенням сила струму – це заряд який проходить через дану поверхню за 1 секунду.


[image: image60.wmf](

)

ò

ò

=

=

S

S

n

dS

j

S

d

t

r

j

I

r

r

r

r

,

. 
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     (2)

Струм через деяку поверхню S дорівнює потоку густини струму (вектора 
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 )  через цю поверхню. 
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 на нормаль до поверхні. 
Ампер по аналогії з точковим зарядом ввів поняття елемента струму 
[image: image64.wmf]dl
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 (у випадку лінійного струму). У випадку об’ємного струму:

враховуючи: 
[image: image65.wmf]jdS
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, маємо: елемент струму 
[image: image67.wmf]dV
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Технічний напрям струму – напрям руху додатних зарядів – від “+” до “–”.

Рівняння неперервності

Матеріальним виразом закону збереження заряду є рівняння неперервності.

[image: image1237.wmf]A

E

Розглянемо деяку систему зарядів, обмежену замкненою поверхнею S. Нехай через поверхню рухаються заряди і виходять із об’єму. Заряд всередині зменшується.  Тоді за одиницю часу 
[image: image68.wmf]I
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(3) – вираз рівняння неперервності в інтегральній формі. 
Швидкість зміни заряду в об’ємі рівна струму, який проходить через поверхню, що обмежує цей об’єм. 

Інтегральна форма запису рівняння описує явища усереднено в деяких макроскопічних об’ємах.  Для опису явища в даній точці використовується диференціальна форма – об’єм «стягується» в точку. Для переходу використаємо інтегральну теорему Остроградського-Гауса. 
Перетворимо праву частину (3) за допомогою теореми Остроградського-Гауса, яка виражає зв’язок між поверхневим і об’ємним інтегралами.
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Поміняємо порядок операцій в лівій частині :
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Інтеграл (6) справедливий для різних об’ємів, із чого слідує рівність підінтегральних функцій:
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Це вираз рівняння в диференційній формі.

Якщо в деякій точці змінюється густина заряду, то лінії струму розходяться. Розходження 
[image: image74.wmf]div ≠ 0 , там де змінюється ρ. 
Розділ 2.  Електромагнітне поле у вакуумі

ЕМП – основний об’єкт вивчення в електродинаміці. ЕМП породжується зарядами. Поле, на відміну від речовини, інший вид матерії. Воно не має маси спокою. Відсутня локалізація в чітко обмеженій області простору. Поля мають властивість проникливості: в одній і тій же області простору можуть одночасно існувати декілька  полів. В загальному випадку ми маємо справу із змінним в часі ЕМП, яке розсіюється в просторі і намагається зайняти якомога більшу область простору.

Нерухомі заряди породжують електричне поле, а рухомі заряди і струми – і електричне, і магнітне. 
Згідно з ідеями Максвела, змінне магнітне поле нерозривно зв’язане з породженим ним електричним полем, а змінне електричне – з породженим ним магнітним. Звідси витікає, що електричне і магнітне поле нерозривно пов’язані одне з одним і створюють єдине ЕМП.

Згідно з дослідом і принципом відносності Ейнштейна, поділ єдиного ЕМП на електричне і магнітне відносний і залежить від вибору системи відліку. Поле, яке в одній системі відліку являється електростатичним (заряди нерухомі – електричне поле), в іншій системі відліку буде представляти собою сукупність електричного і магнітного полів.

§1. Характеристики електромагнітного поля
Для опису ЕМП можна використати універсальні фізичні величини, які застосовуються і до матерії у вигляді речовини. Це енергія, імпульс, момент імпульсу. Це є доказом єдності матерії. 

Але поняття енергії й імпульсу не використовуються в якості вихідних для опису ЕМП, так як закони збереження енергії та імпульсу не відображають основні властивості і специфіку ЕМП.

Основною властивістю поля, за якою воно виявляється і визначається, являється його силова дія на електричні заряди. Тому в якості основної характеристики поля прийняли силову характеристику поля. 
Розрізняють дві складові сили, що діють на заряд в ЕМП: 
[image: image75.wmf]ел
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 та 
[image: image76.wmf]м
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: 
· 
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 діє і на рухомі і на нерухомі заряди. 
· 
[image: image78.wmf]м
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 діє тільки на рухомий заряд і залежить від його швидкості. 
Відповідно вводяться і дві вихідні силові характеристики: напруженість електричного поля 
[image: image79.wmf]Е

 і індукція магнітного поля 
[image: image80.wmf]В

 . 
Для дослідження електричного поля використовується позитивний пробний заряд. Нехай на цей заряд q діє електрична сила 
[image: image81.wmf]ел

F

, тоді напруженість поля у точці де поміщено заряд. 
[image: image1238.wmf]E

(1)
Відношення сили, що діє на пробний заряд, внесений в дану точку, до величини цього заряду є величиною сталою для даної точки. 
З (1) випливає фізичний зміст напруженості поля: напруженість поля в даній точці рівна силі,  з якою поле діє на одиничний пробний заряд, поміщений в дану точку. 
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[image: image1239.wmf]21
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 (2) визначає силу, що діє на заряд q1 і виражає принцип близькодії.  
Слід відмітити, що в (2) враховується знак q (+ - в напрямку 
[image: image85.wmf]Е

, − - у протилежному).
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Магнітна сила
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пропорційне 
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, тобто якщо 
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  є інваріантом, то 
[image: image89.wmf]м
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 залежить від системи відліку.

В загальному випадку на заряд в ЕМП діє сумарна сила
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(4) виражає силу Лоренца, силу, що діє на заряд з боку ЕМП. [В] = Тл.

Формули (1) - (3) використовуються для визначення векторів 
[image: image91.wmf]Е

 і 
[image: image92.wmf]В

. Але це не означає, що для визначення поля необхідно проводити експерименти по вимірюванню 
[image: image93.wmf]F

 в кожній точці. 
[image: image94.wmf]Е

і 
[image: image95.wmf]В

 можуть бути розраховані на основі величини, розташування і руху зарядів, що створюють поле. Така задача знаходження поля за заданим в просторі розподілом зарядів являється основною в електродинаміці. Вважається, що поле визначено або задано в деякій області простору, в будь-який момент часу, якщо в кожній точці цієї області визначені вектори поля, тобто 
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Тобто поле задано, якщо відомі дві векторні функції (5) або шість скалярних функцій (проекцій (5)) чотирьох незалежних змінних (x,y,z,t).

Поля називають стаціонарними, якщо вектори не залежать від часу t. Якщо вони не залежать від просторових координат, то поля називають однорідними (
[image: image98.wmf]const
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). В загальному випадку ЕМП неоднорідне і нестаціонарне.

Дві векторні функції (5) еквівалентні 6 скалярним Ex, Ey, Ez, які також залежать від координат. 
Задання поля системи зарядів у вакуумі з допомогою 
[image: image99.wmf]Е
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 і 
[image: image100.wmf]В
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 виявляється достатнім. З їх допомогою можна визначити не тільки сили, що діють на заряди з боку поля, але й енергію поля, імпульс, потік енергії в просторі, тобто поле визначається однозначно і повністю.

Заряд, поміщений в електричне поле, взаємодіє з ним. Причому сила взаємодії це консервативна сила (потенціальна) 
[image: image101.wmf]0
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, тому існує потенціальна енергія взаємодії заряду з полем
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     (6) залежить як від q,  так і від поля φ.   В (6) враховується знак q та W: енергія протягування від’ємна; енергія відштовхування додатна. 

Потенціал поля:
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[image: image105.wmf]j

 - енергетична характеристика поля, яка називається потенціалом; скаляр, знак визначається знаком заряду, який створює це поле.

Фізичний зміст:  (7) видно, що потенціал рівний енергії взаємодії з полем одиничного позитивного пробного заряду, поміщеного в цю точку. Знак φ поля визначається знаком заряду, що його створює.
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§2. Графічне зображення силових полів

[image: image1243.wmf] 
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Векторні поля наглядно графічно можна відобразити з допомогою силових ліній ЕП (ліній вектора 
[image: image107.wmf]E

) та МП (ліній вектора 
[image: image108.wmf]В

r

), дотичні до яких в кожній точці визначають напрям 
[image: image109.wmf]E

 та 
[image: image110.wmf]В
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.
Густина силових ліній рівна модулю 
[image: image111.wmf]E

(
[image: image112.wmf]В

r

). Силові лінії мають напрям, який визначається напрямом сили, що діє на позитивний заряд. 

Силові лінії результуючого поля не перетинаються. Силові лінії перпендикулярні еквіпотенціальним поверхням.
§3. Потенціальні та вихрові поля  
Векторні поля бувають двох типів: потенціальні та вихрові. Відомо, що потенціальні поля створюються нерухомими зарядами. Силові лінії таких полів незамкнені: починається чи закінчуються на зарядах чи в нескінченності. 
[image: image113.png]sy
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Умова потенціальності:
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Циркуляція вектора 
[image: image116.wmf]E
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 по довільному замкненому контуру дорівнює нулю.

(8) – умова потенціальності  поля в інтегральній формі.

Застосуємо до (8) теорему Стокса (перехід від поверхневого до лінійного інтегралу)
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 проекція 
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 на напрям 
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, на напрям дотичної до контуру в даній точці. 
[image: image1245.wmf]j

r


[image: image121.wmf](

)

dS

E

rot

dl

E

S

n

L

l

ò

ò

=

            


    (9)
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(10) – умова потенціальності поля в диференціальній формі.

Потенціальні поля називають полями джерел. Описується як поле джерел теоремою Гауса
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де qi – вільні заряди. 
Перетворимо ліву частину (11) за допомогою теореми Остроградського-Гауса, перейдемо від об’ємного до поверхневого інтегралу:
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Інтеграли рівні, вони справедливі для різних значень V, тому підінтегральні функції теж рівні. Звідси, 
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(12) – теорема Гауса в диференціальній формі, описує потенціальні поля. 

Умову (10) можна записати з допомогою скалярного потенціалу, який характеризує потенціальне поле. Відомо, що 
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Щоб виконати (13) треба ввести:
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[image: image130.wmf].
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Якщо поле потенціальне, то можна ввести його характеристику - скалярний потенціал 
[image: image131.wmf]j

.

§4. Вихрові поля
Вихрове (соленоїдальне) поле – поле, для якого виконуються умови:
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Силові лінії вихрового поля неперервні і замкнені.
Циркуляція 
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 - теорема про циркуляцію вектора 
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Поле є вихрове, якщо можна знайти дві точки в яких вектор має протилежні значення. 


Принцип суперпозиції

У фізиці важливе значення мають правила, за якими знаходяться результати дії спільних процесів взаємодії, коли окремі дії відомі. В механіці ми знаємо принцип незалежності дії сил
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В електродинаміці додаються поля, які мають властивість прозорості і існують незалежно одне від одного. Аналітичним виразом цього принципу суперпозиції, який доведено експериментально, є
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де 
[image: image139.wmf]A

i

E

 - напруженість поля, яке створюється зарядом 
[image: image140.wmf]i
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Напруженість результуючого поля в деякій точці А рівна векторній сумі напруженостей полів, які створюються і-тим зарядом в точці А. 
Такий же вигляд принципу і для магнітного поля:
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Принцип суперпозиції можна отримати із системи рівнянь Максвела, так як 
[image: image142.wmf]E

 і 
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 залежать від 
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 лінійно.

Для поля заряду 
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Запишемо рівняння (21) для декількох зарядів і додамо їх
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Це є наслідком лінійної залежності поля і заряда. 
Розділ 2. Експериментальні основи класичної електродинаміки


§1. Закон Кулона

Закон Кулона являється основним емпіричним законом, на який опирається електростатика. Всі мікрозаряди знаходяться у неперервному русі, тому нерухомих зарядів немає. Поняття “нерухомі” заряди – результат макроскопічного усереднення мікроскопічного заряду. Закон Кулона виражає силу взаємодії між двома нерухомими точковими зарядами. 
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[image: image151.wmf]r

r

– направляється в сторону заряду сила дії на який визначається.

В (1) необхідно врахувати знаки зарядів.

k – залежить від вибору одиниць.
[image: image1248.wmf]B
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Вектор сили направлений в сторону заряду дію якого визначають. 

Закон Кулона виражає взаємодію зарядів на основі принципу дальнодії. Сила взаємодії залежить від середовища: сила послаблюється в 
[image: image152.wmf]e

 раз, де 
[image: image153.wmf]e

 - діелектрична проникність середовища.
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[image: image155.wmf].
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Коефіцієнт k  - електрична стала, залежить від вибору системи одиниць. 
Сучасний принцип, на основі якого пояснюється взаємодія – принцип близькодії – ввів Фарадей. Заряди взаємодіють через поля, взаємодія передається зі швидкістю поля.
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[image: image157.wmf].
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Порівнюючи (1) і (3) визначимо напруженість поля точкового заряду
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де 
[image: image159.wmf]r

 - радіус-вектор точки спостереження.

В (4) треба враховувати знак заряду.


[image: image160]
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 - радіус-вектор точки спостереження.

Напруженість поля системи точкових зарядів
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§2. Потенціал точкового заряду.
Потенціал поля точкового заряду
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в (6) треба врахувати знак заряду.

Потенціал поля системи точкових зарядів рівний алгебраїчній сумі потенціалів полів, які створюються в точці спостереження кожним із зарядів
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Напруженість поля і потенціал поля пов’язаний рівнянням зв’язку: 


[image: image165.wmf].
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§3. Емпіричний закон Ампера

Для визначення дії магнітного поля на струм  Ампер аналогічно пробному електричному заряду, що використовувався для дослідження електричного поля, ввів елемент струму 
[image: image166.wmf]dl
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, який поміщають в точку спостереження. Це вектор. Поняття 
[image: image167.wmf]dl

I

 використовується для лінійних струмів. У випадку об’ємного струму його можна розбити на суму лінійних струмів.
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Закон Ампера в диференціальній формі (8) виражає силу, яка діє на елемент струму з боку магнітного поля. Напрям сили визначається за векторного добутку.
Сила, що діє на провідник (по довжині) зі струмом
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Для випадку однорідного поля сила, що діє на прямолінійний провідник  (всі 
[image: image171.wmf]i
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 мають однаковий напрям) дорівнює
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[image: image1250.wmf]a

Це у випадку однорідного поля і прямолінійного струму.
Розглянемо взаємодію двох паралельних прямих струмів. Знайдемо, з якою силою перший струм діє на другий.
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[image: image1251.wmf]r
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Індукція 
[image: image175.wmf]1
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 згідно з законом Біо-Савара-Лапласа
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[image: image177.wmf]2
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(12) являється основою для визначення четвертої основної одиниці системи СІ – Ампера.; це сила, що діє на одиницю довжини.  
1 Ампер – це сила такого незмінного струму, при проходженні якого по двох нескінчених прямих паралельних провідниках, розташованих на відстані 1 метр у вакуумі, виникає сила взаємодії, яка дорівнює 2*10-7Н на кожен метр провідника.

Напрям 
[image: image178.wmf]A
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визначається за правилом векторного добутку (лівої руки).


§4. Стаціонарний струм. Закон Ома

Стаціонарне електричне поле визиває в провідниках переміщення вільних зарядів - струм. Для підтримки неперервного руху зарядів в провіднику в ньому повинно існувати електричне поле. Це не електростатичне поле, яке не проникає всередину провідників. Його називають стаціонарним. Для здійснення роботи по неперервному переміщенню зарядів в колі необхідна дія сторонніх сил і джерела енергії. Сторонні сили діють всередині джерела струму і переносять носії проти електричного поля. Всередині провідників і біля їх поверхні локалізоване стаціонарне електричне поле, яке і рухає заряди по всьому перерізу провідника.

Закон Ома

При протіканні струму провідником вздовж нього існує різниця потенціалів, яка називається напругою. 
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Емпірично Ом встановив, що напруга на кінцях провідника  пропорційна струму: U~I:
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Закон Ома в інтегральній формі (14) усереднено описує проходження струму в провіднику. 

Виберемо елемент 
[image: image181.wmf]dV

 всередині провідника у вигляді прямого циліндра, вісь якого співпадає з 
[image: image182.wmf]j

.
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(15) – закон Ома в диференціальній формі.
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, де 
[image: image186.wmf]r

 - питомий опір провідника, характеристика матеріалу. 
[image: image187.wmf]r

 рівний опору куба з ребром довжиною 1 м. 
Характеристики постійного струму
Постійним або стаціонарним називається струм, для якого в усіх точках густина струму не залежить від часу. Відповідно не залежить від часу і струм.
Так як                           
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    (16), 

де 
[image: image189.wmf]r

 - густина носіїв, 
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, то із (16) витікає, що 
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Розглянемо рівняння неперервності
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Так як 
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, то із (17) випливає, що 
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(18) – умова замкненості ліній стаціонарного струму.

Із закону Ома
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на основі (18) витікає
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Силові лінії стаціонарного електричного поля замкнені. Врахуємо що
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(20) – теорема Гауса в диференціальній формі.

Із (19) і (20) отримуємо, що 
[image: image198.wmf]0
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 (об’ємна густина зарядів стаціонарного струму рівна нулю).

Об’ємних зарядів нема.

§5. Закон Джоуля-Ленца

Кількість теплоти, яка виділяється в провіднику при проходженні електричного струму прямо пропорційна  
[image: image199.wmf]2
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Для стаціонарного струму 
[image: image201.wmf]Rt
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Визначимо роботу сил поля по переміщенню заряду по провіднику:
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[image: image206.wmf]Q
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Робота поля по переміщенню зарядів у провіднику рівна кількості теплоти. Поле виконує роботу, розганяючи носії, а вони при гальмуються, тому провідник нагрівається.

 Запишемо закон в диференціальній формі. Розглянемо той же елемент  (у вигляді прямого циліндра )
[image: image207.wmf]dV

.

[image: image1253.wmf]a

(3)

Фізичний зміст: (3) визначає кількість теплоти, яка виділяється об’ємі 
[image: image208.wmf]dV

за час 
[image: image209.wmf]dt

.
Визначимо кількість теплоти і енергію, яка виділяється в одиниці об’єму проведена за одиницю часу – густину потужності струму.
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    - закон Джоуля-Ленца в диференціальній формі,
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- питома потужність струму.
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 EMBED Equation.3 [image: image213.wmf], тоді маємо                                   
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(4) – диференціальна форма. 
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Якщо провідник неоднорідний і струм неоднорідний, то кількість теплоти, яка виділяється в провіднику


[image: image216.wmf](
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     (5)

§6. Магнітна дія електричного струму

В 1820 році Ерстед відкрив дію струму на магнітну стрілку, а так як на магнітну стрілку діяли і магніти, то він зробив висновок про магнітну дію струму. Струм аналогічно магніту створював магнітне поле. Розрахувати магнітне поле струму можна за допомогою закону Біо-Савара-Лапласа. Розглянемо поле лінійного струму. 
В 1820 році Біо і Савар експериментально встановили, що поле прямо пропорційне струму і обернено пропорційне відстані до точки спостереження, тобто залежить від точки спостереження. Речовина в якій розглядається поле впливає на поле, змінюючи його індукцію в μ раз. Тому для визначення поля знайдемо напруженість, яка не залежить від середовища. Лаплас аналітично виразив цю залежність. Закон Біо-Савара-Лапласа в диференціальній формі визначає напруженість поля в елементі струму.
[image: image1254.wmf]a

d

У випадку лінійного струму:
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[image: image218.wmf]r
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  – радіус-вектор точки спостереження, 
[image: image219.wmf]k

 визначається вибором системи одиниць. В системі СІ         
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Тл (тесла), одиниця вимірювання 
[image: image221.wmf]B

, була визначена по силовій дії із закону Ампера.

Так як 
[image: image222.wmf]B

 залежить від середовища, то будемо визначати напруженість поля 
[image: image223.wmf]H

, яка залежить від струму і не залежить від середовища.

Для того, щоб знайти поле лінійного струму, використаємо принцип суперпозиції:

[image: image224.wmf]ò

=

l

r

r

l

d

I

H

3

]

[

4

r

r

r

p

              


     (2)

(2) можна записати у відповідності з правилами векторного добутку. 
При розрахунках (2) необхідно знайти 3 склалярних інтеграла, проекції Н на осі координат:
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      (3),

де dx, dy, dz – проекції dl, x0, y0, z0,  x, y, z – координати початку і кінця вектора 
[image: image226.wmf]r

r

.

(2) і (3)  виражає закон Біо-Савара-Лапласа для лінійного струму в інтегральній формі. Аналогічно можна записати формули для Hy i Hz. 
У випадку об’ємних струмів маємо: 
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§7. Застосування закону Біо-Савара-Лапласа

а) Поле прямолінійного струму

[image: image1255.wmf]a

Поле елемента струму
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Поле лінійного струму
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Для прямого струму всі 
[image: image230.wmf]i
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 напрямлені однаково, тому
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Перейдемо в (6) до однієї змінної інтегрування. Виберемо в якості змінної кут 
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де (1 і (2 кути між векторами 
[image: image237.wmf]l
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 і 
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 на початку і кінці провідника.
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Якщо точка А лежить на осі симетрії:
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У випадку нескінченого струму ( = 0


[image: image240.wmf]a
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Силові лінії поля прямолінійного струму – концентричні кола, центри яких лежать на осі струму. Площина силової  лінії перпендикулярна струму. Напрям силової лінії зв’язаний з напрямом струму правилом правого гвинта. 

б) Поле на осі колового струму 

[image: image1258.wmf]H
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В силу симетричності струму відносно осі х магнітне поле на осі направлено вздовж цієї осі.
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Вектори 
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 утворюють конічну поверхню.  
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 перпендикулярний цій поверхні. Розглянемо елемент струму перпендикулярний площині рисунка. Із умови симетрії слідує, що 
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Знайдемо 
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Магнітний момент контура 
[image: image251.wmf]IS
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.
 На осі колового струму індукція направлена вздовж осі. 


Магнітне поле в центрі колового струму (при х = 0)
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§8. Магнітний потік

[image: image1260.wmf]n
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Магнітний потік (потік вектора 
[image: image253.wmf]В
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) через деяку поверхню S визначається кількістю силових ліній поля, що пронизують дану поверхню:
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Вектор 
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 напрямлений в напрямку нормалі. При однорідному полі і плоскій поверхні:
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§9. Явище електромагнітної індукції

Це явище відкрив Фарадей у 1831 році.

При зміні магнітного потоку, який пронизує контур, в ньому індукується ЕРС, яка викликає індукційний  електричний струм.

ЕРС індукції визначається законом електромагнітної індукції, що визначає швидкість зміни магнітного потоку, що пронизує контур. 
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Фарадей пояснював виникнення електричного струму дією сили Лоренца на носії струму в провіднику.

Сучасне тлумачення явища дав Максвел: змінний у часі потік магнітної індукції породжує вихрове електричне поле, силові лінії якого охоплюють лінії індукції магнітного поля.

Знак “-” виражає правило Ленца, яке визначає напрям електричного струму і виражає закон збереження енергії.
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Індукційний струм направлений так, що він протидіє причині, яка його визвала. Магнітне поле індукованого струму компенсує зміну магнітного потоку через контур, яка породила струм.
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§10. ЕРС індукції у провіднику, що рухається у магнітному полі

Носії струму в провіднику АВ мають упорядковану швидкість – швидкість переносного руху (.

На них з боку магнітного поля дії сила
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Так як ця сила діє на всі носії, то вони знаходяться в силовому полі напруженістю
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[image: image263]
[image: image264.wmf]u
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 - швидкість упорядкованого руху. 
Циркуляція напруженості поля сторонніх сил по контуру рівна ЕРС
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Сторонні сили діють на ділянці АВ. Перетворимо підінтегральний вирах
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ЕРС індукції в провіднику визначається швидкістю руху провідника або ж швидкістю зміни магнітного потоку через контур.

Робота, що виконують  зовнішні сили по перенесенню одиничного заряду по колу. Проведемо в змішаному добутку циклічну перестановку (двічі). 
Розділ 3.

§1. Гіпотеза Максвелла про струм зміщення

Для того, щоб створити теорію єдиного електромагнітного поля Максвелл ввів гіпотезу про струм зміщення. На основі відкриття явища ЕМІ Максвелл припустив, що існує і симетричне явище: змінне електричне поле породжує магнітне поле. Змінне електричне поле називається струмом зміщення. Джерелом магнітного поля є струми. 
З рівняння неперервності 
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, якщо йде стаціонарний струм, то 
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лінії струму замкнені.

Густина струму 
[image: image272.wmf]j

 зв’язана з рухом носіїв заряду, тому 
[image: image273.wmf]j

 називають струмом провідності. В колі з конденсатором, в якому проходе струм, лінії струму провідності розриваються. Між обкладинками конденсатора лінії струму провідності замикаються лініями струму зміщення. Струм зміщення проходить без руху зарядів. Але між обкладинками існує змінне електричне поле. 

[image: image274]
Виведемо це математично:

Розглянемо 4-е рівняння Максвелла в диференціальній формі
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 – вектор індукції, ρ – об’ємна густина вільних зарядів.

Продиференціюємо  (2) по часу:
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Підставимо (3) в (1) і отримаємо:
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Подивимося, якщо взяти вираз в дужках, 
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(густина повного струму рівна сумі струму провідності і струму зміщення). Бачимо, що лінії повного струму не розриваються, тому що лінії переходять з ділянки провідності і замикаються струмом зміщення. В провідниках струмом зміщення можна знехтувати. 
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Розглянемо струм в діелектриках:
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Струм зміщення має дві складові: змінне електричне поле і поляризаційний струм зміщення. Із (8) видно, що в вакуумі струм зміщення визначається тільки змінним електричним полем. 

У діелектриках існує поляризаційний струм зміщення. При переполяризації  діелектрика відбувається зміщення зв’язаних зарядів. 
Співвідношення між одиницями заряду СІ і  системи СГС. 

В механіці строго наукова система одиниць СГС була розроблена на основі законів Ньютона. 

В електромагнетизмі основні закони були сформульовані в другій половині ХІХ столітті, а до того часу широке розповсюдження отримали величини А, В, Ом. 

При створенні єдиної системи механічних і електричних одиниць фізики і електротехніки пішли різними шляхами. 

Фізики не вводили нових основних одиниць і створюють абсолютну систему одиниць СГС.

Одиниця вимірювання електричного заряду в системі СГСЕ - 
[image: image286.wmf]2
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*

с

см
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Електротехніки зберегли практичні одиниці, але це погіршило систему одиниць (коефіцієнт k в законах БСЛ). 

За одиницю заряду в СГС прийнята величина такого точкового заряду, який діє на такий же заряд розташований у вакуумі на відстані 1 см силою в 1 диню. 

1 Кл = 3*109 одиниць заряду. 
Тема: Матеріальні рівняння. Система рівнянь Максвелла

Система рівнянь Максвелла в диференціальній формі включає в себе два векторні і два скалярні рівняння із яких необхідно визначити чотири векторних величини 
[image: image287.wmf]E

, 
[image: image288.wmf]D

, 
[image: image289.wmf]B

, 
[image: image290.wmf]H

. Тобто система не є повною. Для визначення чотирьох векторів необхідно чотири векторних або 12 скалярних рівнянь.

Рівняння Максвелла не містять постійних, які характеризують властивості середовища, в якому збуджується електромагнітне поле. Необхідно доповнити систему матеріальними рівняннями, які пов’язують характеристики поля з властивостями середовища:
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Рівняння Максвелла разом з матеріальними рівняннями утворюють повну систему. Ці матеріальні рівняння справедливі для ізотропних несегнетоелектричних неферомагнітних середовищ.

§1. Узагальнення емпіричних законів класичної електродинаміки у феноменологічній теорії Максвелла.
Основні рівняння ЕМП, які можна застосувати не тільки до постійного, а й до змінного полів, були установлені Максвеллом. До них він прийшов на основі узагальнення дослідних фактів. 

При створенні теорії він відкинув ті рівняння (закони) в основі яких лежить принцип дальнодії (закон Кулона). Так як це рівняння поля, вони повинні бути записані і в диференціальній формі (поле є і в точці). Рівняння, що не можливо було записати в диференціальній формі, відкидалися. 
§2. Теорема про циркуляцію вектора 
[image: image294.wmf]H
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Нехай є провідник зі струмом, струм нескінчений і прямий. Візьмемо плоский контур, площа контуру перпендикулярна струму.
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(
[image: image297.wmf]dS

 – довжина дуги, дорівнює добутку радіусу на центральний кут).
Врахуємо Н для нескінченного струму:
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Підставимо і отримаємо:
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(2) – для одного струму.

Отримане можна розповсюдити на 
[image: image300.wmf]i

-ті струми:
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(3) – виражає теорему про циркуляцію вектора 
[image: image302.wmf]H

r

по довільному замкненому контуру – закон повного струму. Циркуляція вектора 
[image: image303.wmf]H

r

дорівнює алгебраїчній сумі усіх струмів, які пронизують контур.

Правило знаків: додатними вважаються струми, для яких напрям струму пов’язаний з напрямком обходу контура правилом свердлика.

Циркуляція вектора 
[image: image304.wmf]H

r

 – скаляр.

Якщо напрям обходу і напрям силових ліній одинаковий, то кут (
[image: image305.wmf]H
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) гострий – циркуляція додатня. Якщо не співпадає – від’ємна.

У випадку розподіленого в просторі струму теорема має такий вигляд:
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    (4),

де S – поверхня, яка опирається на контур L.

Вирази (3) і (4) є математичним записом закону збудження вихрового магнітного поля. Джерелом МП є струми. Теорема про циркуляцію вектора 
[image: image307.wmf]H

r

 відіграє таку ж роль, як і теорема Гауса. З допомогою (3) можна визначити симетричне магнітне поле – поле нескінченного прямого струму. 
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[image: image1264.wmf]m


Розглянемо теорему Остроградського-Гауса для електричного поля. Потік вектора 
[image: image309.wmf]D
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 через довільну замкнену поверхню дорівнює сумі вільних зарядів, що  знаходяться в об’ємі обмеженому поверхнею S.
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(5) є математичним записом того, що стаціонарне (потенціальне) електричне поле збуджується електричними зарядами. Поле вектора 
[image: image312.wmf]D

r

 породжується тільки вільними зарядами. (5) описує поле джерел – потенціальне електричне поле (джерел – бо силові лінії виходять із зарядів). (5) є математичним записом закону збудження потенціального електричного поля. 
Застосуємо теорему Гауса до магнітного поля, так як його лінії замкнені:
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(6) є математичним записом того, що магнітне поле вихрове (циркуляція рівна нулю), силові лінії неперервні, в природі не існують магнітні заряди.

(5) і (6) несиметричні, в природі не існує магнітних зарядів і немає потенціальних магнітних полів.

Розглянемо закон Фарадея для електромагнітної індукції:
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 – ЕРС рівна циркуляції вектора сторонніх сил;  роботі по переміщенню електричного заряду (одиничного) по замкнутому контуру.
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(7) є математичним записом закону збудження вихрового електричного поля.

Розглянувши рівняння (4) – (7) і використавши гіпотезу про струм зміщення Максвелл отримав систему рівнянь для макроскопічного ЕМП в інтегральній формі. 
Розглянемо систему рівнянь Максвела в інтегральній формі.
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     (8)

 – так, як струм створюється струмом провідності і струмом зміщення через поверхню S. (8) показує що магнітне поле вихрове, (циркуляція не дорівнює нулю) і породжується рухомими зарядами і змінним електричним полем (струмом провідності та струмом зміщення).


[image: image319.wmf]dS

t

B

dl

E

n

L

l

ò

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

=

r





     (9)

(9) – описує вихрове електричне поле, явище електромагнітної-індукції.

Вихрове електричне поле породжується змінним в часі магнітним полем:
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   (10)

силові лінії магнітного поля неперервні і замкнуті, магнітні заряди відсутні. 
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(11) описує потенціальне електричне поле, поле джерел, яке породжується зарядами.

(8)-(11) – система рівнянь Максвелла в інтегральній формі. Рівняння несиметричні відносно електричних і магнітних полів (електричні заряди є, а магнітних немає).

Система рівнянь в диференціальній формі.

Рівняння Максвелла в інтегральній формі описують поле в якомусь об’ємі V усереднено. Для описання поля в даній точці використовують рівняння в диференціальній формі. Поверхню і контур необхідно стягувати до точки і робити граничний перехід скориставшись теоремами Остроградського-Гауса і Стокса (зв’язок між лінійним і поверхневим інтегралом).

Циркуляція вектора дорівнює потоку ротора цього вектора через поверхню, яка опирається на контур – перехід від лінійного інтеграла до поверхневого:
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Ці інтеграли рівні і не залежать від S тому рівні підінтегральні функції.
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(13) показує, що магнітне поле вихрове.

Аналогічно перетворимо друге рівняння системи (9).
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Проаналізуємо (14). Якщо вектор 
[image: image325.wmf]B

 в деякій точці простору змінюється з часом, то це визве появу в навколишньому просторі вихрового поля Е (
[image: image326.wmf]E
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 - похідна по просторовим координатам, якщо змінюється в часі 
[image: image327.wmf]B

, то в просторі змінюється вектор 
[image: image328.wmf]E

).

Для переходу рівняння (11) до диференціальної форми застосуємо теорему Остроградського-Гауса.
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Джерелом поля вектора 
[image: image330.wmf]D

 є вільні заряди, вони являються точками витоку або стоку:
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Аналогічно: 
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В будь-якій точці лінії 
[image: image333.wmf]B

 не розходяться, лінії неперервні і замкнені.

(13) – (16) – система рівнянь Максвелла в диференціальній формі. 
Система рівнянь Максвелла називається повною, тому, що електромагнітне поле в кожній точці простору може бути визначено за умов, що:

1. задано розподіл зарядів і струмів в просторі і часі (як він рухається),

2. якщо для деякого моменту часу задано поле в кожній точці простору, то поле можна визначити і для наступних моментів часу.

В число фундаментальних рівнянь не ввійшов закон Кулона, але він витікає із рівняння (11). Також не входить і рівняння неперервності, яке виражає закон збереження зарядів. Але воно є наслідком рівнянь (12) і (15):

Продиференціюємо (15) по часу
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Застосуємо до (12) операцію дивергенцію по просторовим координатам:
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 – рівняння неперервності в диференціальній формі.

Система рівнянь Максвелла з матеріальними рівняннями називається повною, тому що ЕМП в будь-якій точці і в будь-який момент часу з їх допомогою визначається однозначно, якщо задано розподіл зарядів і струмів в просторі, або задано поле у всіх точках в якийсь момент часу. 
Розділ 4. Загальні властивості електромагнітного поля у вакуумі

§1. Силові та енергетичні характеристики електромагнітного поля і зв’язок між ними. 
Основною характеристикою електромагнітного поля є силова характеристика - 
[image: image337.wmf]E

r

. Електростатичне поле – потенціальне (робота поля по переміщення заряду визначається його початковим та кінцевим положенням і не залежить від форми траєкторії ), тому можна ввести скалярну функцію поля 
[image: image338.wmf]j

, різницею якої в початковій і кінцевій точках і визначається робота поля по переміщенню заряду. Ця скалярна функція 
[image: image339.wmf]j

 називається скалярним потенціалом поля.
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Сам потенціал визначається неоднозначно і не має прямого фізичного змісту. Однозначно його можна визначити, задавши початкові умови поля в деякій точці. Потенціал визначається з точністю до постійної, задавши потенціал в деякій точці, в усіх інших φ визначається однозначно. Така процедура називається нормуванням потенціалу. 
Потенціал 
[image: image342.wmf]j

 дорівнює нулю в нескінченності при умові, що заряд знаходиться в обмеженій області простору. На практиці вважають, що потенціал Землі рівний нулю.  

 Прямий фізичний зміст має різниця потенціалів, яку можна визначити експериментально. Зв’язок між напруженістю та потенціалом поля відіграє дуже важливу роль. 
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Так як потенціал визначається простіше, ніж вектор напруженості, то більш просто спочатку визначити скалярну функцію поля 
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, а потім, шляхом диференціювання 
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, визначити складові 
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§2.
Потенціали електромагнітного поля 

Для розв’язання основної задачі електродинаміки, визначення ЕМП по заданому розподілу зарядів і струмів, необхідно проінтегрувати рівняння Максвелла. Ця задача в багатьох випадках зустрічає суттєві математичні труднощі. Вони в значній мірі переборюються, якщо звести рівняння Максвелла (у перших похідних) до добре відомих у математиці диференційних рівнянь другого порядку шляхом введення додаткових величин – потенціалів поля. Будь-яке векторне поле математично визначається повністю, якщо задані його ротор і дивергенція. Тому система Максвела є повною. У рівняннях Максвела rot і  div  
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 та 
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визначаються через розподіл густини струму 
[image: image350.wmf]j
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 і густини заряду 
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.
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Раніше розглядались вихрові та потенціальні векторні поля. У загальному випадку векторне поле може бути представлено сумою потенціальної і вихрової складової. Магнітне поле має чисто вихровий характер, тому можна ввести допоміжну величину 
[image: image354.wmf])

,

(

t

r

A

r

v

, яку називають векторним потенціалом, яка б визначалася умовою:
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Так як 
[image: image356.wmf]0
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, то функція 
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 задовольняє рівнянню Максвела:
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Прямого фізичного змісту 
[image: image359.wmf]A
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 не має, так як не може бути визначений експериментально. 
[image: image360.wmf]A
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 - називається векторним потенціалом ЕМП. Якщо він визначений, то шляхом диференціювання згідно (1) визначається і індукція поля  
[image: image361.wmf]В

r

. Прямий фізичний зміст має вектор 
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, а векторний потенціал 
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 - допоміжна величина (математична величина), яка не може бути визначена в фізичних експериментах. 
Напруженість електричного поля має вихрову і потенціальну складові. Підберемо додаткову величину – скалярний потенціал електромагнітного поля так, щоб задовольнити рівнянню Максвела:
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Введемо скалярну функцію 
[image: image366.wmf]j

, яка тотожно задовольняє рівняння (2):
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Останнє рівняння визначає скалярний потенціал електромагнітного поля.

Якщо відомі скалярний і векторний потенціали поля 
[image: image368.wmf]))
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, то шляхом їх диференціювання із рівнянь (1) і (3) можна визначити вектори поля 
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 і 
[image: image370.wmf]B
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. Але самі потенціали визначаються неоднозначно, а з точністю до деякої довільної функції. Рівняння в повних похідних визначає функцію з точністю до постійної. Рівняння в частинних похідних дають розв’язок з точністю до довільної функції незалежної змінної. Цю неоднозначність вибору потенціалів використовують для спрощення рівнянь поля.

§3.
Рівняння ЕМП в потенціалах.
Надамо рівнянням Максвела нового вигляду з допомогою потенціалів поля. Друге і третє рівняння Максвела задовольняються тотожно на основі умови вибору потенціалів (1)-(3). Розглянемо перше рівняння:
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Врахуємо рівняння (1), (3):
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Так як 
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Розглянемо четверте рівняння системи
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Так як 
[image: image377.wmf]j

j

D

=

divgrad

, 

[image: image378.wmf]0

e

r

j

-

=

¶

¶

+

D

A

div

t

r

 




   (3)

Перетворимо ліву частину (2), врахувавши, що
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Спростимо одержане рівняння, скориставшись неоднозначністю у виборі потенціалів. Будемо вимагати, щоб виконувалася умова:
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Додаткова умова (5) називається калібровкою Лоренца. Тоді (4) запишеться у вигляді
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Розглянемо рівняння (3) і (5):
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(6), (7) – рівняння електромагнітного поля в потенціалах.

Замість системи чотирьох рівнянь ми одержали два незалежних рівняння. (6) визначає векторний потенціал, що визначається розподілом струмів 
[image: image385.wmf]j
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. Скалярний потенціал 
[image: image386.wmf]j

 визначається розподілом заряду в просторі. Рівняння з точки зору математики однотипні (рівняння Даламбера):

□
[image: image387.wmf]j

A

r

r

0

m

-

=

,

де □ — оператор Даламбера.

Розв’язок цих рівнянь відомий і для загального випадку, і для певних задач. Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння в частинних похідних складається із загального розв’язку однорідного рівняння і частинного розв’язку неоднорідного рівняння. Рішення однорідного (хвильового) рівняння представляє собою хвилю, яка існує в просторі. Частинний розв’язок описує конкретне поле, яке створюється даною системою зарядів. і струмів. Із (6) та (7) потенціали визначаються неоднозначно, тому при їх знаходженні використовуються умови нормування. Після того, як знайдені 
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, з допомогою рівнянь (1) та (3) знаходять вектори поля 
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 шляхом диференціювання потенціалів.

§4. Енергія та густина енергії електромагнітного поля

Для частинок (речовини) відомі закони збереження енергії, імпульса, момента імпульса. Уявлення про єдність матерії вимагає, щоб такі закони були справедливі і для іншого виду матерії – поля. 
Відомо, що електричне поле діє на заряди і змінює їх швидкість, а відповідно і енергію. Електромагнітні хвилі переносять енергію про що свідчить їх теплова дія (гріємось на Сонці, фотохімічні реакції, фотоефект), тобто мають енергію.

Густина енергії ЕМП є сума енергій електричного і магнітного полів:
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Густина енергії поля – енергія поля в одиниці об’єму простору.
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Відповідно енергія поля в об’ємі V: 
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§5. Робота поля по переміщенню зарядів.
Розглянемо заряджені частинки, які знаходяться в ЕМП (релятивістські частинки 
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). На частинки з боку поля діє сила Лоренца. 

Рівняння руху i-ї частинки має вигляд:
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Домножимо (1) скалярно на 
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 - переміщення i-ї частинки. 
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Перетворимо ліву частину (1): 
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Диференціал кінетичної енергії рівний диференціалу повної енергії. Енергія спокою незмінна. Із (1): 
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Записавши (3) для кожної із частинок і про диференціювавши (3) по dt, отримаємо: 
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Записавши (4) для всіх частинок системи і додавши їх отримаємо: 
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Сума 
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 де Р0 – густина потужності сил поля. Врахуємо, що 
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 визначає густину струму. 
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(6) визначає густину потужності сил поля. 

Швидкість зміни повної енергії частинок рівна потужності сил поля, що діють на ці частинки. Робота сил поля дорівнює нулю, то енергія частинок не змінюється. (5) виражає теорему про зміну енергії  системи зарядженої частинок в електричному полі. 
§6.
Перенесення електромагнітної енергії у просторі

Розглянемо задачу: знайти енергію електромагнітного поля за даними векторами 
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, виходячи з рівнянь Максвела. Розглянемо два перших рівняння Максвелла.
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Помножимо скалярно перше рівняння на 
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Віднімемо з рівняння (4) рівняння (3):
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Врахуємо, що 
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 EMBED Equation.3  [image: image416.wmf][
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(6) та (7) виражає найбільш загальну форму закону збереження електромагнітного поля в диференціальній формі (зміна енергії одиниці об’єму поля за одиницю часу, рівна густині потужності поля і енергії яка випромінюється із одиниці об’єму за 1 с).
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В лівій частині (7) - зменшення енергії ЕМП за одиницю часу, рівна густині потужності поля і витоку енергії із одиниці об’єму поля за рахунок випромінювання. 

Запишемо (6) в інтегральній формі. Врахуємо, що
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 – вектор Умова-Пойтінга, що визначає густину потоку електромагнітної енергії (енергію, яка переноситься полем через одиничну площадку, розташовану перпендикулярно до напрямку розповсюдження за одиницю часу). 
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(8) – виражає закон збереження енергії для системи поле-частинки.

Останнє рівняння показує, що зменшення енергії поля в деякому об’ємі дорівнює роботі, яку здійснює поле над зарядами в цьому об’ємі, і потоку енергії, що випромінюється з даного об’єму.
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§7.
Закон збереження енергії для ізольованої системи “частинки – електромагнітне поле”

Розглянемо ізольовану систему “частинки – електромагнітне поле”. Ізольованість системи слід розуміти як відсутність потоку енергії через поверхню, що обмежує цю систему. Із (8) отримаємо
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Згідно з рівнянням (6) перетворимо праву частину рівності:
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Остання рівність виражає закон збереження енергії для ізольованої системи “частинки – електромагнітне поле”: сума енергії електромагнітного поля та кінетичної енергії частинок – величина постійна. Слід відмітити, що в останній рівності не враховується перехід енергії у внутрішню енергію частинок. 
Якщо частинки полем прискорюється, то енергія ЕМП зменшується (поглинається); якщо заряджені частинки поля гальмуються, то енергія поля зростає. Частинки, що гальмуються випромінюють електромагнітні хвилі. 

§8.
Імпульс та густина імпульсу електромагнітного поля

Застосуємо поняття імпульсу. 

Закон руху зарядженої частинки під дією сили Лоренца
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Просумуємо рівняння руху для всіх частинок:
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Вважаючи розподіл зарядів у просторі неперервним, отримаємо:
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Перетворимо праву частину отриманої рівності, виключивши 
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В правій частині рівності під інтегралом є густина сил електромагнітного поля f.
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Інтеграли від інших членів по об’єму перетворюються в поверхневі, які для необмеженої системи рівні нулю. 
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Перший член останньої рівності визначає імпульс системи частинок; відповідно з точки зору фізичного змісту другий член повинен визначати імпульс поля (
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 – густина імпульсу поля).
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Для ізольованої системи сума імпульсів частинок та імпульсу поля є сталою величиною. Остання рівність виражає закон збереження імпульсу для системи “частинки – електромагнітне поле”. Взаємодія між частинками здійснюється через поле. Це приводить до зміни імпульсу замкнутої механічної системи частинок, якщо імпульс поля зміниться. Раніше відмічалося, що взаємодія описується третім законом Ньютона, але в такій системі третій закон Ньютона може не виконуватися. На випромінююче або відбиваюче тіло з боку поля діє сила, але, навпаки, з боку тіла до поля не може бути прикладена зворотна сила.

§9.
Тиск світла при поглинанні та відбиванні електромагнітної хвилі у
феноменологічній теорії Максвела

Світло – це електромагнітна хвиля, що переносить імпульс з густиною 
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. Якщо електромагнітна хвиля падає на поверхню і поглинається нею, то імпульс електромагнітної хвилі передається цьому тілу (поверхні). Це означає, що на тіло діє сила тиску. За визначенням тиск рівний імпульсу, який передається одиниці поверхні, розташованій перпендикулярно до напрямку розповсюдження, за одиницю часу. Якщо хвиля у вакуумі, то
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( - густина енергії електромагнітного поля.
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Енергія в електромагнітній хвилі ділиться порівну між електричним та магнітним полем, тому:
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З урахуванням (2), (1) можна записати так:
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У випадку відбивання світла отримаємо:


[image: image444.wmf])

1

(

r

w

+

=

p


де 
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— коефіцієнт відбивання.

Для повного відбивання від абсолютного дзеркала:
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Розділ 5. Електростатичне поле у вакуумі

§1.
Джерела електростатичного поля

Стаціонарне поле у вакуумі виникає при умові:
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Якщо накласти ці умови, то система рівнянь Максвела спрощується і розпадається на дві незалежні підсистеми:
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(1) описує електростатичне поле, а (2)— стаціонарне магнітне поле.

Із (1) слідує, що електростатичне поле— потенціальне 
[image: image450.wmf](
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, його джерелом являються нерухомі заряди 
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. Джерелом поля 
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 є вільні заряди, а джерелом поля 
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— вільні і зв’язані заряди.

§2.
Обчислення напруженості та скалярного потенціалу електростатичного поля

1) системи точкових зарядів
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— радіус-вектор заряду
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— радіус-вектор точки спостереження
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(1) - напруженість поля точкового заряду. 
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Результуюче поле визначається на основі принципу суперпозиції:
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2) у випадку неперервно розподіленого заряду заряджене тіло розбивається на елементарні частини dV, dS, dl, кожна з яких несе елементарний заряд 
[image: image460.wmf]dV

dq

r

=

, який розглядається як точковий заряд.
Точковий заряд створює поле напруженістю:
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 EMBED Equation.3  [image: image462.wmf]r
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Поле неперервно розподіленого заряду визначається на основі принципу суперпозиції:
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Останні рівності можна записати для поверхневого і лінійного заряду (якщо заряд розподілено в об’ємі). 
Якщо заряд розподілено по поверхні:
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Для знаходження інтегралів (5) вводимо систему координат і знаходимо dEx, dEy, dEz,, потім знаходимо скалярні інтеграли:
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E – напруженість поля в точці. 

Напрамляючі косинуси визначають напрями: 
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Такий підхід для визначення поля системи зарядів зрозумілий та наглядний, але він справедливий тільки для електростатичного поля. Тільки в ньому точковий заряд розглядається як елементарне джерело поля., що зручно методично. В загальному випадку через запізнення, що обумовлено скінченністю швидкості розповсюдження поля, такий зв’язок набагато складніший. В цьому випадку зв’язок виражається рівняннями Максвела.

§3.
Рівняння Пуассона для скалярного потенціалу та його загальний
розв’язок

Визначити поле згідно (5) складно математично. Простіше це зробити з допомогою диференціальних рівнянь для скалярного потенціалу. Із рівняння Даламбера для скалярного потенціалу , враховуючи, що 
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[image: image469.wmf]0

e

r

j

-

=

D

  




     (1)

(1) – рівняння Пуассона. Воно виконується в точках, де існують вільні заряди. Якщо 
[image: image470.wmf]0
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, то рівняння перетворюється в рівняння Лапласа
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(2) – рівняння Лапласа.

Розглянемо властивості потенціалу, які задовольняють рівнянням (1) і (2). Потенціал повинен бути всюди скінченим. Крім того 
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 повинні бути скінченими, так як 
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. Скінченність похідних визначає неперервність потенціалу (функції φ). Таким чином, потенціал повинен бути скінченим і неперервним в усіх точках. Такі обмеження накладаються на розв’язок (1).  В задачах на визначення поля використовується розв’язок φзаг=0 (розв’язок однорідного рівняння дає поля, які прийшли у точку спостереження від інших систем зарядів). 

Визначається тільки поле даної системи зарядів, яке визначається частинним розв’язком).  Частинний розв’язок рівняння (1):
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Загальний розв’язок рівняння (1) є розв’язок рівняння Лапласа (2). В задачах електростатики приймається 
[image: image475.wmf]0

=

заг

j

, так як розв’язок (2) представляє собою деяке поле, яке створене іншою системою зарядів.

§ 4.
Скалярний потенціал системи нерухомих зарядів у точках поля на
великих відстанях від зарядів. Розкладання поля по мультиполям. Наближення точкового заряду, дипольне наближення

Незважаючи на ясність, застосування формул (5), (6), (3) зустрічає математичні труднощі. Пряме застосування можливе у випадку обмеженої кількості зарядів і їх простого (симетричного) розташування в просторі (важко брати інтеграли).

Розглянемо поле на великій відстані від системи зарядів (
[image: image476.wmf]0
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). В цьому випадку формули для розрахунку напруженості та потенціалу можна взяти в наближенні і значно спростити, а всю систему зарядів охарактеризувати одним чи двома електричними параметрами, що визначають поле системи зарядів.

Одержимо наближене значення потенціалу на основі рівняння (3).

Розкладемо функцію 
[image: image477.wmf]r

¢

1

 в ряд Тейлора по ступеням малої величини 
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де 
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, 
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 – проекції 
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 на осі k та l, k та l –  координати.

Підставимо (1) в (3) і одержимо мультипольне розкладання потенціалу:
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Винесемо з під інтеграла змінні величини, що не містять значень з індексом 0 і поміняємо місцями сумування з інтегруванням
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Перший член в рівності (3) визначає поле точкового заряду, рівного заряду системи (тобто в нульовому наближенні). 
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Якщо обмежитись цим членом, поле системи  зарядів можна розглядати як поле точкового заряду.
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Розглянемо другий інтеграл.

Для точкового заряду 
[image: image488.wmf]i
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 – є електричним дипольним моментом. Дипольний момент системи точкових зарядів.
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Очевидно, що під інтегралом записані проекції дипольного моменту системи:
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Таким чином, другий член визначає поле системи в дипольному наближенні:


[image: image492.wmf]p

r

k

r

1

1

Ñ

=

j

   




     (6)

Визначимо 
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 в сферичній системі координат:
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де 
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Третій член визначає потенціал квадруполя – системи зарядів з характеристиками:
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Поле диполя затухає як 
[image: image499.wmf]2
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, тобто швидше, ніж поле точкового заряду, тому на значних відстанях поля диполя немає. Поле квадруполя затухає як 
[image: image500.wmf]3
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, тобто поле квадруполя затухає ще швидше. Остання рівність (3) виражає розкладання поля по мультиполям. Точковий заряд розглядається як мультиполь нульового порядку, диполь-першого порядку, квадруполь-другого порядку.

§5.
Електричний диполь

Диполь це найпростіша електрично нейтральна система, яка складається з двох протилежно заряджених зарядів

[image: image1269.wmf]i

r

0

r




Основною характеристикою цих зарядів є дипольний момент. Вектор дипольного моменту напрямлений вздовж осі диполя в сторону “+”.
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Електричне поле системи зарядів в дипольному наближенні еквівалентно полю диполя з таким же значенням дипольного моменту 
[image: image502.wmf]p

.

Визначимо поле диполя
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 EMBED Equation.3  [image: image504.wmf]    
(2)
Поле визначається вектором напруженості. Напруженість поля диполя:
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Будемо працювати в сферичній системі координат (визначимо 
[image: image506.wmf]градієнт в сферичній системі координат). (3) показує, що поле диполя визначається дипольним моментом. Напруженість поля пропорційна 
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, тобто затухає швидше, ніж поле точкового заряду (
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Визначимо проекції вектора 
[image: image509.wmf]E

 на осі сферичної системи координат:
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Так як 
[image: image511.wmf]j

 від азимутального кута 
[image: image512.wmf]Y

 не залежить, то поле має осьову симетрію, еквіпотенціальні поверхні представляють собою еліпсоїди обертання, вісь яких лежить на осі обертання.

Визначимо модуль 
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 із (4) через його проекцію:
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Диполь в електричному полі.

а) В однорідному полі
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Пара сил веде до створення обертового моменту:
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Можна записати в векторній формі:
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Обертовий момент встановлює диполь вздовж силової лінії. При α =0 – спостерігається стійка рівновага, при α=π – нестійка рівновага. 

Так,  як диполь взаємодіє з полем, то в цьому полі він має потенціальну енергію взаємодії. Зміна потенціальної енергії дорівнює роботі зовнішніх сил. Щоб вивести з положення рівноваги зовнішні сили повинні його крутити.
Визначимо енергію взаємодії диполя з полем. 

Для того, щоб вивести диполь з положення рівноваги, зовнішні сили повинні виконати роботу:
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Робота зовнішніх сил рівна збільшенню потенціальної енергії.

Звідси, проінтегрувавши отримаємо:
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б) В неоднорідному полі
[image: image1273.wmf]l
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В неоднорідному полі диполь також встановлюється вздовж силових ліній, але на нього буде діяти вже інша сила. 

На поле діє обертовий момент, що встановить 
[image: image520.wmf]2
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Внаслідок наявності градієнта вектора 
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) виникає результуюча сила, яка переміщує диполь вздовж осі поля.

Знайдемо силу втягування:

Із силової взаємодії 
[image: image523.wmf](
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Знаючи енергію можна знайти силову взаємодію:
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Диполь втягується у більш сильне поле. 

§6.
Повна енергія взаємодії системи нерухомих зарядів.
Енергія системи точкових зарядів рівна сумі власних енергій зарядів і енергій їх взаємодії. 

Розглянемо найпростішу систему, яка складається з 
[image: image526.wmf]1
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 і 
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, і розташовані на відстані 
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. Енергія взаємодії рівна роботі зовнішніх сил по зближенню зарядів в нескінченності на відстань 
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Спочатку створимо систему перенесення другого заряду в полі першого 
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Енергія взаємодії:
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Для довільної системи зарядів:
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Енергія взаємодії двох зарядів і всієї системи може бути і додатною, і від’ємною. Якщо знаки зарядів будуть різні, то енергія взаємодії буде від’ємною, вона називається енергією протягування.

Власна енергія заряду рівна роботі зовнішніх сил по переміщенню заряду із нескінченності на дане тіло. Так, як кожну наступну порцію зарядів переносити все важче, бо вони відштовхуються. Тому необхідно виконувати роботу:
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Перейдемо до однієї змінної:
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Повна енергія системи.
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(7), причому при 
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- енергія заряду.

Повна енергія системи – величина додатня. Вираз (7) виражає енергію системи дискретних (точкових) зарядів. У випадку неперервно розподіленого заряду:
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Виразимо (5.6.8) – енергію системи через параметри поля. Врахуємо, що 
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Скористаємося теоремою Стокса і перетворимо перший інтеграл з допомогою цієї теореми:
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Для повної системи, коли розглядаємо площу 
[image: image548.wmf]S

:


[image: image549.wmf]поля

ел

V

E

W

dV

W

.

0

=

=

ò

w


Повна енергія системи зарядів дорівнює енергії електричного поля яке створюється цими зарядами.

Інтегрування ведеться по об’єму, який локалізований в оточуючому просторі. Заряди при цьому повинні знаходитись в якийсь обмеженій області простору. Енергія зарядів – це енергія електричного поля цих зарядів. Повна енергія завжди додатня (це енергія результуючого поля).

Розділ 6. Стаціонарне магнітне поле

Розглянемо систему рівнянь Максвелла що описує  стаціонарне магнітне поле, :
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Причому 
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 і в даному випадку 
[image: image552.wmf]const
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. Це стаціонарне вихрове магнітне поле, джерелом якого є стаціонарні струми.

Розрахувати магнітне поле стаціонарного струму можна на основі закону Біо-Савара-Лапласа, але в загальному випадку ці інтеграли розраховувати важко. У випадку симетричних струмів поле можна розрахувати за допомогою теореми вектора напруженості (по аналогії застосовують теореми Гауса у векторному полі). Аналогічно електричному полю, розрахунок магнітного поля можна виконати за допомогою векторного потенціалу.

Рівняння Даламбера для векторного потенціалу у випадку для стаціонарного поля перетворюється в рівняння Пуасонна:
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∆- оператор Лапласа. 

Векторне рівняння (2) еквівалентне трьом скалярним рівнянням в проекціях на осі:
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[image: image555.wmf]z
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Кожне з трьох рівнянь (3) аналогічне рівнянню Пуассона для скалярного потенціалу 
[image: image556.wmf]j
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З математичної точки зору рівняння (3) і (4) аналогічні, а отже їх розв’язки подібні. Замінивши у (4) через 
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 через 
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V0 – область в якій знаходиться струм.
Три скалярні вирази (5) можна об’єднати в один векторний:
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Інтегрування ведеться по області 
[image: image563.wmf]0
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, де 
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 - відстань від елемента 
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 з координатами 
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 до точки спостереження з координатами 
[image: image567.wmf]r

. Рівняння (6.1.5) дозволяє за даним розподілом струмів у просторі визначити векторний потенціал поля, яке створюється цими струмами. Напрям векторного потенціалу можна визначити, записавши для елемента 
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Із (7) видно, що векторний потенціал 
[image: image569.wmf]A

 паралельний струму. При умові скінченності об’єму 
[image: image570.wmf]0
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, векторний потенціал скрізь скінчений, неперервний, і в нескінченості дорівнює нулю.

Виразимо індукцію магнітного поля  за допомогою (6), тобто через векторний потенціал 
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Операція інтегрування ведеться по координатам 
[image: image572.wmf]0
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, а операція 
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 – по координатам точки спостереження 
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Виконаємо операцію rot: 
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Операція rot виконується по координатам точки спостереження r’(x, y, z), таким чином 1-й член дорівнює нулю.
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  (у сферичній системі координат)

Перший член буде рівний нулю, так як 
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 – функція 
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, а операція ротор фде по координатам 
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 не залежить, похідна дорівнює нулю.
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Рівняння (10) виражає закон Біо-Савара-Лапласа, можна застосовувати у випадку, коли 
[image: image584.wmf]0
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 обмежене.

У випадку лінійного струму:
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§2.
Магнітне поле на великій відстані від системи струмів, або рухомих зарядів

Розглянемо систему зарядів, які здійснюють стаціонарний рух в обмеженій області (фінітний рух). 

МП для рухомого заряду: 
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Спростимо вираз, оскільки r на великих відстанях однакові.

Із неперервності і умови стаціонарності руху зарядів
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(13) – це умова стаціонарності струму. Тобто лінії стаціонарного струму неперервні і замкнені.

Поле вектора 
[image: image590.wmf]j

 соленоїдальне (вихрове), лінії 
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 замкнені. Розіб’ємо весь об’єм 
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 на замкнені трубки струму малого перерізу, стінки яких утворюють лінії струму. Для тонкої 
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 – незмінне по всій довжині трубки.

Інтеграл розбивається:
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Вираз (14) – умова стаціонарності руху струмів в системі. Розглянемо поле на великій відстані, тобто коли 
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Підставивши в (3) вираз (5), отримаємо:
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Перший інтеграл в (4) згідно з (2) дорівнює нулю. Перетворимо підінтегральний вираз у другому інтегралі за допомогою тотожності
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Інтеграл від першого доданку у других дужках дорівнює нулю. Другий член у других дужках зводиться до вигляду: 
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Перші дужки перетворимо за допомогою правила подвійного векторного добутку 
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Інтегрування ведеться по 
[image: image607.wmf]0
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, тому 
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 винесли з-під інтегралу.

Розглянемо інтеграл 
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Цей інтеграл називається магнітним дипольним моментом системи струмів. Таким чином векторний потенціал поля на великій відстані в дипольному наближенні визначається магнітним дипольним моментом 
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Векторний потенціал в дипольному наближенні визначається аналогічно скалярному. Але для магнітного поля немає нульового наближення, так як магнітні заряди не існують. На основі (21) знайдемо індукцію поля на великій відстані:
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(22) аналогічне виразу для електричного поля диполя.
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Із (22) видно, що поле пропорційне магнітному моменту системи 
[image: image613.wmf]m

 і зменшується як 
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§3. Магнітний момент витка зі струмом.

У випадку лінійного струму магнітний момент спрощується:
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[image: image617.wmf]dS

 – площа трикутника
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[image: image618.wmf]dS

- вектор площі направлений по нормалі до поверхні 
[image: image619.wmf]dS
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Вектор поверхні 
[image: image621.wmf]S

 складає з напрямком обходу контура струмом правогвинтову систему. 

Напрям струму і напрям магнітного моменту зв’язані між собою правилом свердлика. 
Розділ 7. Електромагнітні хвилі

§1. Рівняння Максвела і утворення електромагнітних хвиль. Хвильові рівняння і їх загальний розв’язок

На основі одержаних Максвеллом рівнянь, він передбачив існування електромагнітних хвиль. Розглянемо вільне ЕМП, відірване від зарядів і струмів.  У випадку поля в вакуумі: 
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У цьому випадку рівняння Максвела мають вигляд:
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 EMBED Equation.3  [image: image627.wmf]
(1) – система рівнянь Максвела для поля в вакуумі


[image: image628.wmf]E

D

r

r

0

e

=

;


[image: image629.wmf]H

B

r

r

0

m

=

;

(1) описує вільне електромагнітне поле, тобто таке, що не зв’язане з  зарядами і струмами. Вільне електромагнітне поле – це абстракція, але внаслідок скінченності швидкості розповсюдження поля, поле може існувати і після закінчення існування струмів і зарядів. Вільне електромагнітне поле є вихровим, оскільки вектори 
[image: image630.wmf]E

r

 і 
[image: image631.wmf]B

r

 поля – вихрові. Джерел електричного і магнітного  полів немає, тому дивергенція векторів рівна нулю. Лінії вектора напруженості 
[image: image632.wmf]E

 охоплюють лінії індукції магнітного поля 
[image: image633.wmf]B

 і лінії магнітного поля охоплюють лінії змінного вектора 
[image: image634.wmf]E

. Розділити поле на електричну і магнітну складові неможливо, оскільки зміна в часі однієї із компонент поля (
[image: image635.wmf]E

 або 
[image: image636.wmf]H

) викликає появу і узгоджену зміну іншої і навпаки. Існує єдине ЕМП.  Взаємозв’язок електричного і магнітного  полів, а також скінченність швидкості їх розповсюдження у просторі приводить до виникнення електромагнітних хвиль. Процес зміни векторів поля в часі і просторі має узгоджений хвильовий характер. А це означає, що стан поля в деякій точці через певний проміжок часу повторюється в іншій точці, розповсюджуючись із швидкістю світла. Продиференціюємо по 
[image: image637.wmf]t

 перше рівняння, отримаємо:
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Підставимо в (2) значення 
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 із другого рівняння системи (1)
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Перетворимо 
[image: image642.wmf]E
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. Перший член подвійний векторний добуток:
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Так як 
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Аналогічне рівняння можна отримати для магнітного поля, 
[image: image647.wmf]H
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(5) і (6) – хвильові рівняння для векторів 
[image: image649.wmf]E

 і 
[image: image650.wmf]H

. Розв’язком цих рівнянь являється хвиля. Із того, що 
[image: image651.wmf]E

 і 
[image: image652.wmf]H

 задовольняють хвильові рівняння слідує, що вільне електромагнітне поле, яке вони описують, розповсюджується у просторі у вигляді хвилі. Тобто ці рівняння описують вільні хвилі, але хвилі виникають лише тоді, коли їх збуджують. Тому вільні електромагнітні хвилі – це фізична модель. Слід відмітити, що електромагнітні хвилі – це не коливання частинок в середовищі (не механічні), це спосіб існування другого виду матерії – електромагнітного поля. Електромагнітні хвилі збуджуються зарядами і струмами, але виникнувши вони існують самостійно, навіть після зникнення джерел. Цим змінне ЕМП відрізняється від стаціонарного. ЕМХ – це не механічні коливання в пружному ефірі, для їх існування потрібне середовище. ЕМХ розповсюджуються у вакуумі. 
Розглянемо  розв’язок хвильового рівняння. Для простоти розглянемо одновимірний випадок. Так як рівняння однотипні, то введемо 
[image: image653.wmf]S

 який визначає 
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Загальний розв’язок (7):
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Поле залежить і від часу, і від простору. (8) представляє собою суму 2-х хвиль, які розповсюджуються у просторі в різних напрямках. Перша складова рівняння (8) означає те, що хвиля розповсюджується у просторі в додатному напрямку осі ОХ, а розповсюдження хвилі  у зворотному напрямі визначає друга складова. 
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  і 
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 - довільні функції, які визначаються з початкових умов (закон зміни джерела). Рівняння (8) описує біжучі хвилі. Значення 
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 в точці (
[image: image661.wmf]1

1

,

t

x

)  рівне значенню 
[image: image662.wmf]2

f
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Обмежимося гармонічними монохроматичними хвилями з частотою 
[image: image665.wmf]pn
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. Відомо, що будь-яку періодичну функцію можна за допомогою ряду Фур’є представити у вигляді суми гармонічних функцій

Гармонічна залежність може бути установлена в загальному вигляді (показникова форма запису)
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де 
[image: image667.wmf])
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 – значення функції ( в точці х в момент t = 0. Згідно з формулою Ейлера гармонічні коливання можна записати в тригонометричній або показниковій формах.
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Так, як фізичний зміст  має лише дійсний розв’язок (9),
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Фаза хвилі визначається виразом 
[image: image670.wmf])
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. Фаза визначає величину поля в даний момент часу в даному полі. При 
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 геометричне місце точок простору, коливання яких відбуваються в однаковій фазі, називається хвильовою поверхнею.
[image: image1280.wmf]l
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 – рівняння плоскої поверхні (площина перпендикулярна осі ОХ). Рівняння (10) описує плоску незатухаючу монохроматичну хвилю, яка розповсюджується в додатному напрямі осі ОХ (знак “-”) із швидкістю 
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 . Визначимо хвильову поверхню через радіус-вектори її точок. Тобто запишемо рівняння плоскої хвилі, яка розповсюджується в напрямку, який визначається 
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 – рівняння площини.

Таким чином можна записати :
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Введемо новий вектор 
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, який називається хвильовим вектором. Тоді
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Якщо врахувати, що 
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Вільне електромагнітне поле можна представити у вигляді системи гармонік (11), тобто суми біжучих монохроматичних плоских хвиль які відрізняються амплітудами 
[image: image683.wmf]0
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, частотами 
[image: image684.wmf]w

 , фазами і напрямами розповсюдження.

§2.
Сферичні хвилі

Сферичні хвилі - плоскі хвилі, які існують без зарядів, представляють собою приклад поля, що втратило зв’язок із зарядом. Для плоских хвиль характерним є те, що їх джерело знаходиться в нескінченості від точки спостереження. 
[image: image685.wmf]Якщо розглянути систему зарядів, що випромінює поле як точкову, то в однорідному ізотропному середовищі від неї будуть розходитися сферичні хвилі (хвильова поверхня - сфера), бо швидкість однакова у всіх напрямках. Тобто вільне електромагнітне поле – центральносиметричне і на великій відстані від джерела сферичну хвилю можна розглядати як плоску.
[image: image1281.wmf]2

F


Розглянемо сферичну хвилю в обмеженому тілесному  куті. Чим менша площа хвильової поверхні і чим більша відстань до джерела, тим більше сферична хвиля наближається до плоскої.
Рівняння сферичної хвилі :


[image: image686.wmf])

(

0

)

(

0

)

,

(

r

k

t

i

r

t

i

e

S

e

S

t

r

S

r

r

r

r

r

-

×

-

×

=

×

=

w

u

w



     (1)

Бачимо, що амплітуда сферичної хвилі зменшується обернено пропорційно r (так як енергія коливань стала, а площа хвильової поверхні збільшується прямопропорційно 
[image: image687.wmf]2

r

, то густина енергії 
[image: image688.wmf]w

 обернено пропорційна 
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§3.
Плоскі електромагнітні хвилі

Розглянемо монохроматичні хвилі, але одержані результати можна перенести на довільні плоскі хвилі. Розв’язок хвильового рівняння (11, §1) має вигляд:
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Доведемо, що ЕМХ поперечна. Для того, щоб (1) задовольняло рівняння Максвела, необхідно, щоб 
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Із (2) можна зробити висновок, що 
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 - в напрямі розповсюдження хвилі).

Аналогічно 
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Ми довели, що 
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, тобто електромагнітна хвиля поперечна. Розглянемо, як пов’язані між собою 
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Розглянемо рівняння (3):
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Звідси видно, що 
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 - коефіцієнт. 

Тобто 
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 утворюють право-

сторонню трійку векторів.
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На рисунку показано графічне зображення електромагнітної хвилі (розподіл векторів поля).

Визначимо співвідношення між амплітудами 
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Врахувавши те, що 
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 та розділивши одне рівняння на інше, отримаємо:
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(8) виражає зв’язок між модулями векторів поля.

Так, як густина енергії електричного і магнітного полів 
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Енергія електромагнітної хвилі порівну ділиться між полями.

Визначемо зв’язок В і Е
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Розглянемо вектор Умова-Пойтінга
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Врахували, що 
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 - хвильовий вектор.

Густина імпульсу хвилі
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Розділ 8.
Електромагнітне поле системи зарядів, що рухаються нерівномірно
У випадку, коли 
[image: image740.wmf]0
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,  точковий заряд і елемент струму розглядалися як елементарні джерела електричного і магнітного полів, що наглядно методично і зручно для розрахунку поля. 
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Але при зміні зарядів і струмів у часі, внаслідок скінченності швидкості розповсюдження поля і виникаючого в результаті цього запізнення, зміни поля в точці спостереження 
[image: image743.wmf])
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, порівняно з точкою 
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, де поміщається заряд, відбувається із запізненням 
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, де 
[image: image746.wmf]t

 – це час запізнення, тобто в результаті зміна поля відстає від причини – зміни зарядів і струмів.
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Змінне електромагнітне поле розповсюджується у вигляді електромагнітної хвилі, тому запізнення зв’язане із зсувом по фазі 
[image: image747.wmf]j

. Фаза 
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, тому зсув по фазі визначається: 
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З рівностей видно, що чим більша відстань, тим більше запізнення.

§1.
Рівняння Даламбера для скалярного і векторного потенціалів та його загальний розв’язок. Потенціали, що запізнюються. 
Раніше ми розглядали розв’язок рівнянь Максвела методами електродинамічних потенціалів і їх розв’язок для випадку електростатичного і стаціонарного магнітного полів. В цьому випадку рівняння Даламбера спрощувалися до рівнянь Пуассона. Розглянемо розв’язок цих рівнянь для загального випадку, коли 
[image: image750.wmf]r

 і 
[image: image751.wmf]j

 змінюються (заряди рухаються довільно, ми не накладаємо обмежень на рух зарядів).

Визначення електромагнітного поля заданого розподілу зарядів і струмів у просторі зводиться до знаходження частинних розв’язків неоднорідних хвильових рівнянь Даламбера.


[image: image752.wmf]0

2

2

2

)

(

1

e

r

j

j

t

t

c

-

=

¶

¶

×

-

D





     (1)


[image: image753.wmf])
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(1) і (2) рівняння Даламбера. Вони однотипні. Рівняння (2) зводиться до трьох рівнянь у проекціях. Тому розглянемо розв’язок рівняння (1) для скалярного потенціалу.

Визначимо потенціал 
[image: image754.wmf]j

, що створюється квазіточковим джерелом, а потім, користуючись принципом суперпозиції, визначимо потенціал довільного розподілу зарядів. Потенціал 
[image: image755.wmf]j

 поля змінного точкового джерела, координата якого 
[image: image756.wmf]0
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, визначається рівнянням 
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Очевидно, що 
[image: image758.wmf]j

 потенціал поля точкового заряду повинен бути сферично-симетричним. Всюди, крім точки 
[image: image759.wmf]0
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 рівняння (3) трансформується у хвильове рівняння, розв’язком якого є сферичні хвилі:
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Вид функцій 
[image: image761.wmf]1
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 і 
[image: image762.wmf]2
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 поки що невідомий. Для визначення їх виду розглянемо область біля 
[image: image763.wmf]0

r

 ( в околі 
[image: image764.wmf]0
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), тобто поблизу заряду. В цьому випадку перший член в лівій частині (3) значно більший, ніж другий, тобто
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В цій області перейдемо від рівняння Даламбера (3) до рівняння Пуассона. 
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(5) – рівняння Пуассона. 

Розв’язок (5) має вигляд


[image: image767.wmf]r

t

q

¢

=

0

4

)

(

pe

j





     (6)

(6) – це розв’язок в зоні біля заряду (кулонівський потенціал).

Розв’язок (4) у вигляді сферичних хвиль і асимптотичний розв’язок (6) повинні неперервно переходити один в один. Тому функція 
[image: image768.wmf]f

має вигляд:
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r

t

q

r

r

t

q

t

r

¢

¢

+

+

¢

¢

-

=

0

0

4

)

(

4

)

(

)

,

(

pe

u

pe

u

j

r




     (8)

Із (8) слідує, що потенціал 
[image: image771.wmf]j

 в момент 
[image: image772.wmf]t

 в точках, що знаходяться на відстані 
[image: image773.wmf]r

 від заряду, визначається не величиною заряду в момент 
[image: image774.wmf]t

 , а в якийсь момент 
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Перший потенціал 
[image: image777.wmf]j

 рівняння (8) називається запізнюючим, а другий 
[image: image778.wmf]j

 – випереджаючим. Розв’язок потенціалу, що запізнюється, має важливий фізичний зміст. Висновок про запізнення являється виразом релятивістської ідеї близькодії, що витікає із рівнянь Максвела. Швидкість розповсюдження взаємодії (поля) входить в рівняння Максвела через 
[image: image779.wmf]0
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Випереджаючий потенціал 
[image: image782.wmf]j

 виникає внаслідок симетрії рівнянь Максвела відносно інверсії часу
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Але фізичного змісту інверсія часу не має. Випереджаючі потенціали протирічать також і принципу причинності внаслідок того, що поле змінюється раніше, ніж причина ─ зміна заряду. Тому в подальшому будемо розглядати розв’язок тільки в потенціалах, що запізнюються.

Потенціал 
[image: image784.wmf]j

 поля, яке створюється зарядженою областю, визначимо на основі (8) і принципу суперпозиції
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[image: image786.wmf]0
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В загальному випадку довільного руху зарядів 
[image: image787.wmf]j

 і 
[image: image788.wmf]A

 із (9) і (10) розрахувати складно через запізнення, але це можна зробити для деяких систем зарядів.

§2.
Система зарядів із змінним у часі електричним моментом. Осцилюючий диполь
Важливе значення мають електронейтральні системи зарядів, які займають обмежену область простору. Розглянемо поле такої системи на великій відстані від неї. Такі системи в цілому характеризуються електричними і магнітними дипольними моментами 
[image: image789.wmf]p

 і 
[image: image790.wmf]m

, які в силу нестаціонарності руху зарядів являються функціями часу.

При 
[image: image791.wmf]r
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 використаємо наближені вирази, скориставшись розкладанням в ряд і обмежившись членами першого порядку малості
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де 
[image: image793.wmf]n

 – одиничний вектор в напрямку 
[image: image794.wmf]r
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У формулі для потенціалів (9), (10) першого параграфу входить величина 
[image: image796.wmf])
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Згідно з (2)


[image: image797.wmf]rc

r

r

rc

r

r

c

r

t

c

r

t

0

0

×

+

=

×

+

-

»

¢

-

t




     (3)


[image: image798.wmf]c

r

t

-

=

t

 – час з урахуванням запізнення на загальній відстяні 
[image: image799.wmf]r

.

Друга складова в (3) має зміст власного часу запізнення відносно точки О, прийнятої за центр системи.

Якщо розміри системи 
[image: image800.wmf]l

, то 
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 власного запізнення дорівнює 
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. Якщо ввести одиничний вектор, то:
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[image: image1286.wmf]2
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Так як 
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 в ряд по ступеням малої величини 
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 і обмежимося двома першими членами
[image: image1287.wmf]
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,

(

)

(

)

,

(

0

0

0

0

t

t

t

r

j

c

r

n

j

c

r

n

r

j

·

+

»

+


Підставляємо (5) в (9) і (10), і використовуючи (1), одержимо з точністю до членів першого порядку малості
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Необхідно, щоб за час власного запізнення  не сильно змінювалися 
[image: image813.wmf]r

 і 
[image: image814.wmf]j

 , інакше не можна користуватися розкладанням через великі значення похідних 
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 . Заряди за час власного запізнення проходять відстань 
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. Тобто швидкість частинок ( повинна бути 
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. Проаналізуємо вираз (6) для 
[image: image820.wmf]j

. Перший член має зміст потенціалу точкового заряду. Для електронейтральної системи він дорівнює нулю. Другий потенціал
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Поміняємо порядок операцій 

[image: image826.wmf](

)

(

)

t

r

pe

t

r

r

k

j

·

=

=

»

ò

ò

r

r

r

r

r

n

cr

dV

r

r

dt

d

rc

n

k

dV

rc

n

r

dt

d

V

V

0

0

0

0

0

0

4

1

,

0

0



     (8)

Інтеграл виражає електричний дипольний момент системи 
[image: image827.wmf](
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Потенціал визначається похідною дипольного моменту.

Розглянемо вираз
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Застосуємо (9) до першого члена розкладання (7) одержимо:
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У хвильовій зоні 
[image: image830.wmf]j

 і 
[image: image831.wmf]A

 визначаються (8) і (10), які залежать від швидкості зміни електричного дипольного момента в часі 
[image: image832.wmf]·
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Так як 
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, то поле в цій зоні являє собою сферичну хвилю, яка розповсюджується в радіальних напрямках.

Поле, що визначається (8), (10) називається електричним дипольним випромінюванням.

Визначемо залежність
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. Це приводить до співвідношення між векторами хвилі.
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(
[image: image836.wmf]3

j

 визначається 
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, 
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 визначається 
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Співвідношення (11) характерне для електромагнітної хвилі, для якої
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(12) виражає той факт, що енергія в електромагнітній хвилі ділиться порівну між електричним і магнітним полем, тобто обидва потенціали 
[image: image841.wmf]3

j

 і 
[image: image842.wmf]1

А

 вносять однаковий вклад у випромінювання.

§3. ЕМП у хвильовій зоні. Потужність випромінювання осцилюючого диполя та її залежність від напряму.
Користуючись (8) та (10) знайдемо вектори 
[image: image843.wmf]Е
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 а 
[image: image844.wmf]В

r

 електричного дипольного випромінювання.
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Другим членом рівності можна знехтувати. Врахуємо, що 
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На основі (14) отримаємо із (10):

[image: image847.wmf][

]

;

,

4

)

(

)

(

4

0

0

ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

=

n

p

rc

p

c

r

t

grad

r

B

r

&

&

r

&

&

s

r

r

p

m

t

p

m

                                                               (15)


[image: image848.wmf]t

 - довільна функція; 
[image: image849.wmf]n
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 - одиничний вектор, що напрямлений в напрямку розповсюдження хвилі, тобто в напрямку вектора 
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Напруженість електричного поля визначимо на основі залежності між векторами 
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Рівності (15) та (16) визначають вектори ЕМП у хвильовій зоні. 
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 утворюють меридіальну площину. Вектор 
[image: image856.wmf]B
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 перпендикулярний цій площині, напрямлений по дотичній до паралелі. 
[image: image857.wmf]E

r

 направлений по дотичній до меридіана. В цьому напрямку поширюється поле 
[image: image858.wmf]E
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Визначимо потужність випромінювання. 

Густина потоку енергії визначається вектором Умова-Пойтінга:
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ω – густина енергії ЕМП. 
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Із (17) видно, що густина потоку залежить від ϴ. 

Потужність, що випромінюється системою в усіх напрямках:


[image: image861.wmf].

6

sin

16

2

0

2

2

2

2

0

0

2

2

0

p

c

d

r

p

d

c

r

dS

N

n

&

&

r

&

&

r

p

m

q

q

j

p

m

s

p

p

=

×

=

=

ò

ò

ò

                                        (18)
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Розглянемо залежність інтенсивності випромінювання від напрямку, який проходить через елемент поверхні 
[image: image863.wmf],
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елемент тілесного кута. 
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[image: image866.wmf].
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Інтенсивність залежить від ϴ, а від φ не залежить. 

§4. Найпростіші системи, що випромінюють ЕМХ.

1) Гармонічний осцилятор.
Дипольний момент гармонічного осцилятора:
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Це технічно реалізується в антенах: 


[image: image868]
q0 – максимальний заряд. 
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Енергія, що випромінюється гармонічним осцилятором: 
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Потужність випромінювання залежить від р0 (розмірів антени) і частоти. 

Середня потужність визначається половиною максимальної потужності:
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2) Заряди, що рухаються з прискоренням.

Електричний дипольний момент системи зарядів:
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де а – прискорення. 
Заряди, що рухаються прискорено є джерелом ЕМХ випромінювання. 

Підставимо (22) у вирази (15) та (16):
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Залежить від a, q, r. 

Розділ 9. Електромагнітне поле в речовині

§1.
Мікрозаряди, мікроструми та їх пов’язані з ними мікрополя в речовині

Теорія Максвела макроскопічна і феноменологічна. В ній вивчають макроскопічні електромагнітні поля, а природа їх джерел не вивчається. Також не враховується атомна (молекулярна) структура речовини, наявність речовини та її вплив враховуються введенням ряду коефіцієнтів ε, μ, σ, які вважаються для речовини постійними і незалежними від поля. А речовину вважають однорідною і ізотропною. Феноменологічна теорія змогла пояснити основні електромагнітні явища. але не змогла пояснити ряд явищ, таких як: дисперсія світла, аномальні коефіцієнти заломлення. Рівняння Максвелла не можна застосовувати до дослідження поля в речовині, так як істинне мікроскопічне поле в речовині швидко змінюється з відстанню та часом. Відкриття електрона Томсоном примусило вчених звернути увагу на вивчення самих електричних зарядів і структури речовини. Першим кроком стала класична електронна теорія речовини (Лоренц 1880 – 1909).

Сучасна мікроскопічна теорія будується на основі квантової фізики. 
Мікрозарядами в речовині являються електрони і іони. Рух мікрозарядів створює мікрострум. Цей рух підкоряється законам Ньютона. Взаємодія мікрозарядів здійснюється через їх мікрополя. Істине мікроскопічне поле в речовині є суперпозицією електромагнітних полів окремих мікрозарядів. 

§2.
Поширення Лоренцем рівнянь Максвела для вакууму на мікрозаряди і мікроструми

В класичній електронній теорії Лоренц поширив рівняння Максвела для вакууму на мікрозаряди і мікроструми і їх мікрополя. Взагалі це неправомірно. Рух мікрочастинок описується квантовою механікою і поля мають квантові властивості. Незважаючи на це, класична електронна теорія з якісної сторони пояснила природу електромагнітних  явищ в речовині, ряд властивостей речовини.

Розглянемо мікроскопічні рівняння Максвелла – Лоренца які описують мікроскопічне електромагнітне поле напруженості 
[image: image874.wmf]е

r

 і індукції 
[image: image875.wmf]в

r

. Воно створюється першоджерелами – мікрозарядами (електронами і іонами).
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де 
[image: image877.wmf]u

r

- швидкість руху заряджених частинок,

    
[image: image878.wmf]r

- об’ємна густина мікрозарядів в даній точці.

Система доповнюється рівнянням неперервності.
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В систему входять також рівняння руху електрона під дією сили Лоренца
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де е заряд електрона.

Система рівнянь (1 – 3) називається системою Максвела – Лоренца для істинного мікроскопічного ЕМП.
§3.
Макроскопічне усереднення рівнянь Максвела – Лоренца
Мікрополя як в самих атомах і молекулах, так і в проміжках між ними, дуже швидко змінюються в часі і просторі. Причина – дискретність речовини і велика швидкість елементарних частинок. В макроскопічному плані мікроскопічні  неоднорідності і коливання поля не сприймаються. Макроскопічне поле, яке вимірюється приладами і впливає на поведінку макроскопічних тіл – це усереднене в просторі і часі, “вирівняне” електромагнітне поле. Макроскопічні величини визначаються зовнішніми умовами (зовнішнім полем). Мікроскопічні ж величини змінюються майже незалежно від зовнішніх умов.

В макроскопічній електродинаміці використовуються середні значення 
[image: image881.wmf]е
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 і 
[image: image882.wmf]в
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, 
[image: image883.wmf]r

 і 
[image: image884.wmf]u
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. Усереднення ведеться по введеному Лоренцем фізично нескінченно малому об’ємі (Ф.Н.М.О.) 
[image: image885.wmf]V
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 і фізично нескінченно малому проміжку часу 
[image: image886.wmf]t
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. Фізично нескінченно малий об’єм 
[image: image887.wmf]V

D

 повинен бути набагато більшим об’єму атома l >> 10-10 м. Фізично нескінченно малий проміжок часу 
[image: image888.wmf]t

D

повинен бути набагато більшим періоду обертання електронів 
[image: image889.wmf]t
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>> Т   (10-12 с). 
[image: image890.wmf]V

D

повинен бути дуже малим порівняно з розмірами тіла.

Знайдемо усереднення значення для 
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де 
[image: image893.wmf]z

y

x

V

D

D

D

=

D

.

Користуючись тим, що операції диференцювання і усереднення є перестановчими, усереднимо вираз (4):
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Рівняння (5) в електронній теорії складають систему рівнянь для поля в речовині. Так  як макроскопічне поле є усереднене мікроскопічне поле то вектори макроскопічного поля визначаємо, як:
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З врахуванням (6) систему рівнянь (5) можна переписати у звичайному вигляді (для макроскопічного поля в речовині):
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Для використання системи рівнянь (7) по схемі, аналогічній для вакууму, необхідно знайти 
[image: image897.wmf]r

 і 
[image: image898.wmf]j

r

, експериментально виміряти їх неможливо. Для їх знаходження в класичній електронній теорії нема необхідних даних. Тому в теорію речовини необхідно долучити додаткові положення, які визначили б електронні і магнітні властивості речовини. Ці нові положення формулюються як додаткові  емпіричні співвідношення до системи рівнянь Максвела. Знаходження 
[image: image899.wmf]r

 і 
[image: image900.wmf]j
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 в речовині є головною задачею електродинаміки середовищ.

§4.
Вільні і зв’язані заряди в речовині

Раніше ми розглядали єдину властивість зарядів – створення електричного поля. Природа їх не розглядалась. Розглядалася тільки їх властивість змінювати поле.  Звернемо увагу не природу зарядів. Електричний заряд завжди зв’язаний з речовиною. Одні із заряджених частинок входять в склад атомів і молекул, або розташовані у вузлах кристалічної ґратки твердих тіл, тому не можуть вільно переміщуватись. Такі заряди називаються зв’язаними. Інші заряджені частинки втратили зв’язок з атомами і молекулами і можуть переміщуватись в межах конкретного тіла (електрони, іони). Такі заряди називаються вільними. Речовина, в склад якої входять тільки зв’язані заряди, називається діелектриком. В склад провідників (тіл і середовищ) входять вільні заряди. Дія зовнішніх полів створює в провідниках упорядкований рух вільних зарядів – електричний струм.
Діелектрик, якщо на нього не помістити зовнішніх електричних зарядів, є електронейтральною системою.
§5.
Струм провідності

Рух електронів і іонів між іншими частинками дає мікроскопічний струм переносу. При відсутності зовнішніх електричних полів швидкості руху електронів і іонів розподілені хаотично і тому середнє значення густини струму рівне нулю. При наявності зовнішнього електричного поля або градієнта концентрації носіїв виникне їх упорядкований рух. Середня мікроскопічна величина струму:
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де 
[image: image902.wmf]j
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 - густина макроскопічного струму провідності,


[image: image903.wmf]V

D

 - ф. н. м. об’єм.

§ 6.
Струм поляризації

Розглянемо діелектрик, який знаходиться в електричному полі напруженості 
[image: image904.wmf]Е

r

. Це поле створюється зовнішніми зарядами і зв’язаними зарядами діелектрика. Система зарядів, що входять в склад діелектрика, електронейтральна. При відсутності зовнішнього поля вона не має і макроскопічного дипольного моменту (діелектрик не поляризований), так як його не мають окремі молекули, або, якщо молекули полярні, то їх дипольні моменти орієнтовані хаотично. Електричне поле намагається розсунути центри зарядів вздовж лінії (електронна поляризація) і повернути диполі полярних молекул в напрямку вектора 
[image: image905.wmf]Е

r

 (орієнтаційна поляризація). Хаотичний тепловий рух руйнує упорядкування у розміщення диполів. Чим сильніше електричне поле, тим більший ступінь упорядкування диполів, тим сильніше поляризується речовина. Внаслідок поляризації створюється макроскопічний дипольний момент. Ступень поляризації діелектрика характеризується вектором поляризації 
[image: image906.wmf]Р
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 (дипольний момент одиниці об’єму речовини);
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де 
[image: image908.wmf]i
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 - дипольний момент молекули.
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Зміна дипольного моменту може відбуватися тільки в результаті руху зарядів, але рух зарядів супроводжується появою струму, тому зміна з часом вектора поляризації обумовлює появу струму поляризації. Розглянемо найпростіший випадок: диполь складається з двох зарядів.
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В (10)необхідно враховувати знаки зарядів.

На основі (10) і (9) можна записати:
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де 
[image: image914.wmf]i
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r

 -радіус-вектор заряду qi
При русі зарядів 
[image: image915.wmf]P
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 змінюється. Продифферинціюємо (11) по t.
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Густина струму поляризації:
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Рух зв’язаних зарядів створює поляризаційний струм . Це струм зміщення.

Знайдемо зв’язок між густиною зв’язаних зарядів і вектором поляризації 
[image: image918.wmf]Р

r

. Якщо в деякому об’ємі змінюється 
[image: image919.wmf]зв

r

 то це може відбутися шляхом витоку або втоку заряду через поверхню, що обмежує даний об’єм. Закон збереження зв’язаних зарядів можна записати у вигляді:
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Рівність справедлива для різних V, тому прирівнюємо підінтегральні функції (14)
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З врахуванням (13) запишемо (15) у вигляді:
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Проінтегруємо по t:
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Для того, щоб вивести 
[image: image925.wmf]зв

r

 із рівнянь необхідно встановити залежність поляризації діалектрика від напруженості електричного поля в ньому.

В рамках класичної електродинаміки цей зв’язок теоретично не визначається, тому приходиться звернутися до експериментальних даних, які показують, що поляризація пропорційна напруженості поля
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де α – діелектрична сприйнятливість речовини, α > 0.
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§7.
Струм намагнічення

Це також струм зв’язаних зарядів. Крім струму поляризації в речовині існує інша складова струму зв’язаних зарядів, обумовлений їх рухом при упорядкуванні магнітних моментів атомів (молекул) в МП.  При цьому упорядкуванні магнітних моментів виникає струм намагнічення.
Рух електронів і їх магнітні моменти вірно описуються тільки в квантовій механіці. В класичній електродинаміці можна отримати тільки грубу картину процесу намагнічення. Реальні носії магнітних моментів замінюються коловими молекулярними струмами, які ввів Ампер. В зовнішньому магнітному полі магнітні моменти атомів орієнтуються по полю, тим самим підсилюючи його. 

[image: image928]
Основною величиною, що описує макроскопічні магнітні властивості речовини є вектор намагнічення. 

Стан намагніченості речовини характеризується вектором намагнічування 
[image: image929.wmf]J
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де 
[image: image931.wmf]i
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 - магнітний момент і-тої молекули, магнітний момент одиниці об’єму речовини.
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Встановимо зв’язок між 
[image: image933.wmf]J
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 і густиною струму намагнічування 
[image: image934.wmf]m

J

r

. Виберемо в магнетику плоский контур L площею 
[image: image935.wmf]S
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 і розглянемо молекулярні струми:
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Нескомпенсованими будуть лише ті струми для яких тільки половина контуру пронизує площадку S.

Виділимо елемент об’єму 
[image: image936.wmf]V
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 у вигляді циліндра, вісь якого співпадає з елементом контура 
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 і визначимо циркуляцію вектора намагнічення по контуру L:
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За визначенням магнітний момент 
[image: image939.wmf]ds
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(19) – показує, що циркуляція вектора 
[image: image941.wmf]J

r

 по контуру L рівна 
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, які пронизують поверхню S.

Розглянемо означення rot вектора:
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де 
[image: image944.wmf]J

rot
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 - проекція rot на напрям нормалі до площадки.

Якщо суму струмів через площадку розділити на площадку – це є густина струмів намагнічуання.

(20) виконується для довільних по величині і орієнтації площадок 
[image: image945.wmf]ds

. Тому від рівності нормальних складових векторів можемо перейти до рівності (від проекцій до векторів):
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За цією формулою і визначається експериментальне значення 
[image: image947.wmf]J

r

 розрахувавши густину струму намагнічення.

Слід відмітити, що 
[image: image948.wmf]нам
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 ніякому реальному руху зарядів в точності не відповідає, так як намагнічення речовини виникає за рахунок накопичення.

Струм намагнічення – це фіктивний струм, який виключається з кінцевих формул згідно (21).

§28.
Рівняння Максвела для поля в речовині
Запишемо рівняння Максвела:
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Перепишемо рівняння (22) і (23) в новому вигляді, ввівши нові величини. Введемо 
[image: image953.wmf]H
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Аналогічно
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Введемо вектор 
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  (26) і вектор 
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 (27), який назвемо відповідно індукція електричного поля і індукція магнітного поля.
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З допомогою векторів (26) і (27) перейшли до рівнянь (28), які мають такий же вид як і для вакууму.

В рівняннях (28) для вакууму можна було користуватись векторами 
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r

 і 
[image: image962.wmf]B

r

 - основними силовими векторами поля. В речовині необхідно використовувати вектори 
[image: image963.wmf]H
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 і 
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, так як вклад речовини в зміну поля враховано в цих векторах.

§9.
Зв’язок між трійками векторів 
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В формулах (26) і (27) зв’язано по три параметра. Їх можна спростити врахувавши залежність векторі поляризації і намагніченості поля. У неферомагнітних середовищах 
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де 
[image: image972.wmf]c

- магнітна сприйнятливість.

Із (26) і (29) можна отримати:
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де 
[image: image975.wmf]c
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, 
[image: image976.wmf]m

-магнітна проникливість речовини, яка показує у скільки разів у речовині збільшується індукція магнітного поля за рахунок молекулярних струмів порівняно з вакуумом.

Аналогічно:
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(31) – діелектрична проникливість речовини, яка показує у скільки разів в діелектриках послаблюється напруженість поля 
[image: image979.wmf]E

r

.

Для знаходження поля в речовині використовують систему рівнянь Максвелла (28) і матеріальні рівняння (30) і (31). До них також додається 
[image: image980.wmf]E
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 - закон Ома, який зв’язує струм провідності з напруженістю поля в провідниках. 

§10.
Електомагнітне поле на межі двох середовищ. Граничні умови
Загальний розв’язок рівнянь поля при наявності речовини містить деякі загальні функції, які при переході до частинних розв’язків виключаються з допомогою початкових і граничних умов. У випадку системи зарядів і струмів у вакуумі, граничні умови зводилися до того, що поле в нескінченності дорівнювало нулю, якщо заряди знаходилися в обмеженій області. 

При наявності матеріальних тіл, крім вище вказаної умови необхідно враховувати просторові межі тіл на яких параметри поля мають задані значення.

Граничні умови суттєво впливають на розподіл поля в просторі. Розглянемо розподіл на межі поділу двох середовищ, тут 
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 змінюються стрибком. Тобто функції 
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 на межі змінюються стрибком. Відповідно стрибком змінюються і вектори поля. Для описання поля необхідно знати поведінку поля на межі середовищ. Вона описується рівняннями, які називають граничними умовами.
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Визначимо граничні умови для векторів 
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, які входять в рівняння Максвелла під знаком div. Визначимо умови для нормальних складових. Застосуємо теоремо Остроградського-Гауса. В якості замкнутої поверхні виберемо поверхню у вигляді циліндра перпендикулярного до площини.

Проінтегруємо рівняння 
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де q – заряд, який знаходиться в обмеженій поверхні.

Нехай 
[image: image991.wmf]0

®

h

. Перетворимо ліву частину рівняння (1) з допомогою теореми Остроградського-Гауса
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Так як 
[image: image993.wmf]ds

малі, то застосувавши теорему про середнє отримаємо:
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(3) – різниця нормальних складових вектора 
[image: image996.wmf]D
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 рівна поверхневій густині вільних зарядів. 

У випадку діелектрика 
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 (4), тобто нормальна складова вектора 
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 не змінюється.

Розглянемо поведінку нормальної складової вектора 
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(5) – нормальні складові векторів 
[image: image1003.wmf]E
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 оберненопропорціїні 
[image: image1004.wmf]e

. Так як на межі 
[image: image1005.wmf]e

 змінюється скачком, то нормальна складова розривається.

Розглянемо поведінку вектора 
[image: image1006.wmf]B
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(7) – нормальна складова вектора 
[image: image1012.wmf]H
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розривається.

Виведемо граничні умови для тангенціальних складових векторів. Для цього використаємо рівняння (1) і (2) системи рівнянь Максвелла. 

[image: image1294.wmf]n

r

Виберемо прямокутний контур, який пронизує границю двох середовищ.

Визначимо потік 
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Скористаємося теоремою Стокса:
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Спрямуємо 
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де 
[image: image1023.wmf]пов

j

 - поверхнева густина струму.

Тангенціальна складова 
[image: image1024.wmf]t
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 розриваэться, коли по межы проходить поверхневий струм. При выдсутносты поверхневого струму 
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(11) – тангенціальна складова 
[image: image1028.wmf]B

 розривається і пропорційна  (магнітній проникності). 

Аналогічно можна показати, що 
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 (12) – тангенціальна складова 
[image: image1030.wmf]E

 не змінюється. а тангенціальна складова 
[image: image1031.wmf]D

 розривається і пропорційна діелектричній проникності 
[image: image1032.wmf]e
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Розглянемо граничні умови для густини струму. Так, як 
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(14) – тангенціальні складові густини струму пропорційні провідностям.

Розглянемо граничні умови для нормальних складових вектора 
[image: image1038.wmf]j
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. Використаємо рівняння неперервності 
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. Застосувавши до цього рівняння методику аналогічно до визначення умови (3) отримаємо
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де 
[image: image1041.wmf]s

 - поверхнева густина заряду (
[image: image1042.wmf]s

&

 - швидкість зміни поверхневої густини) 

(15) – нормальна складова змінюється, коли змінюється поверхнева густина заряду. Якщо  
[image: image1043.wmf]s

=const, то нормальна складова не змінюється.

Виведені граничні умови широко застосовуються в конкретних випадках розрахунку полів, розподілу зарядів і струмів в провідниках і діелектриках при наявності полів.

Розділ 10. Квазістаціонарне електромагнітне поле

Змінний струм і його використання пов’язані з особливим частковим видом електромагнітного поля, яке називається квазістаціонарним.
§1. Рівняння квазістаціонарного поля
Загальний розв’язок рівнянь Максвела в потенціалах, які запізнюються в ряді випадків значно спрощуються. Це має місце, коли запізненням можна знехтувати. Це можливо, коли 
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 - час власного запізнення, а 
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 - період коливань. В електротехніці використовують змінний струм 
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Гц, електромагнітна хвиля в цьому випадку має довжину 
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. Якщо довжина лінії значно менше 
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, то запізненням можна знехтувати і струм вважати квазістаціонарним. В квазістаціонарному електромагнітному полі останній з часом зменшується повільно і тому в рівнянні Максвелла 
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 струмом зміщення можна знехтувати, тобто 
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. В другому рівнянні неможна знехтувати членом 
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, так як він обумовлює виникнення вихрового електричного поля. З врахуванням цих зауважень система рівнянь для квазістаціонарного електромагнітного поля має вигляд:
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[image: image1056.wmf]0
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Необхідно також доповнити систему матеріальними рівняннями:
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До умов квазістаціонарності необхідно також додати умови, що 
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До системи необхідно додати рівняння неперервності: 
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Із (3) слідує, що силові лінії квазістаціонарного струму замкнуті (в наближенні). Так, як 
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, то із рівняння неперервності 
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 - об’ємна густина зарядів при квазістаціонарних струмах постійна. 

В системі рівнянь для квазістаціонарного поля можна знехтувати струмом зміщення, але система не розпадається на дві підсистеми, як у випадку стаціонарного магнітного і електричного. 

Для аналізу струмів до системи необхідно приєднати закон Ома 
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, який виконується в квазістаціонарних полях.

§2.
Скін-ефект

Скін-ефект полягає у збільшенні густини змінного струму при наближенні до поверхні провідника по якому тече струм.
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Нехай задане однорідне провідне середовище, яке займає простір 
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Струм проходить в напрямку осі Х. Визначимо, як змінюється густина струму з глибиною  
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. Рівняння квазістаціонарного поля будуть мати вигляд 
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Продиференціюємо перше рівняння і підставивши 
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Врахуємо, що 
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 і підставивши (4) в (3) отримаємо:


[image: image1078.wmf]t

E

E

¶

¶

=

D

r

r

m

sm

0






   (5)

Можна отримати аналогічне рівняння для 
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Введемо струм, який протікає паралельно осі ОХ в на півпросторі, де 
[image: image1081.wmf]0
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 (в провідному середовищі). 
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Відповідно 
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. Поле прикладене в напрямку осі Х, а в напрямку осі Y і Z не прикладене.

Розв’язком рівнянь (5) і (6) є хвиля. В даному одновимірному випадку рівняння (5) перетворюється 
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Розв’язок (7) має вигляд:
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де 
[image: image1091.wmf]0
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 показує, амплітуда хвилі зменшується в глибину (затухає з глибиною). 

Відповідно:
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де 
[image: image1093.wmf]L

 - характеристична глибина проникнення.

(8) і (9) описують хвилю поля і струму, яка розповсюджується в напрямку осі Х і затухає в поперечному напрямку (з глибиною проникнення). 

При 
[image: image1094.wmf]L
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 амплітуда хвилі  зменшується в е раз. Характеристична глибина проникнення залежить від частоти струму і властивостей середовища: 
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Із збільшенням частоти і проникності, глибина проникності зменшується.

Явище скін-ефекту пояснюється виникненням вихрового електричного поля електромагнітної індукції. 

Розглянемо провідник. Нехай струм зростає. Цей струм створює магнітне поле, і якщо струм буде збільшуватися, буде збільшуватися і магнітне поле, а це магнітне поле буде породжувати вихрове електричне поле. 
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Як бачимо, всередині провідника 
[image: image1096.wmf]1

E

 - вторинне електричне поле, напрямлене проти первинного, а біля поверхні їх напрямки співпадають. Всередині – послаблюється, а на поверхні – посилюється. Тобто, електричне поле витісняється до поверхні провідника.
Розділ 11. Основи спеціальної теорії відносності

На початку ХХ століття було створено єдине універсальне вчення про електромагнетизм – електродинаміка, область застосування якої вважалася необмеженою. На зміну механістичній картині світу прийшла електромагнітна. Найбільшого рівня повноти і досконалості вона досягла в результаті створення теорії відносності, яку можна вважати завершенням електродинаміки. 

Теорія відносності – це вчення про простір і час. Саме при вивченні швидкості світла (швидкість електромагнітних хвиль) вчені вперше зіштовхнулися з неповнотою уявлень про абсолютний простір і час, які були основою класичної механіки. Основна робота Ейнштейна, в якій закладені основи СТВ (спеціальної теорії відносності) називається „До електродинаміки рухомих тіл” 1905р.

За своїм змістом теорія відносності не являється електродинамічною теорією. Це загально фізична теорія. Але разом з курсом електродинаміки вона вивчається не випадково: 

· її виникнення пов’язане з електродинамікою;

· електродинаміка історично являється першою релятивістсько – інваріантною теорією;

· електродинаміка і рух заряджених частинок дає багато прикладів існування СТВ.

В механіці вивчається рух макроскопічних тіл, а в СТВ будемо вивчати рух елементарних частинок, бо вони мають релятивістські швидкості.

Теорію відносності можна поділити на дві частини. В першій, яка називається СТВ, вивчаються інерціальні системи відліку при відсутності поля тяжіння, а друга, яка називається загальна теорія відносності, присвячена вивченню неінерціальних систем відліку при наявності полів тяжіння. 

§1. Система відліку. Принцип відносності Галілея.

Рух тіл в механіці розглядається відносно системи відліку, вибір яких є довільним. Найпростіше описувати рух в інерціальні системі відліку, бо рівняння руху мають найпростіший вигляд.

Закони Ньютона справедливі в інерціальних системах відліку. Інерціальні системи відліку – це такі системи, на які не діють зовнішні сили, або дія їх зрівноважена. Такі системи відліку не мають прискорення.

У 1632р. Галілей сформулював принцип відносності. Це був механістичний принцип, згідно якого всі механічні явища і процеси в усіх інерціальних системах протікають однаково. Математично принцип відносності виражається з допомогою перетворень координат. Якщо рівняння, які описують процеси, не змінюють своєї форми при переході від однієї системи відліку до іншої, то вони є інваріантними до перетворень координат. Звідси витікає, що перетворення координат відіграють дуже важливу методичну роль в фізиці, так як вони виражають властивості простору і часу, які є формами існування матерії. Ці перетворення виражають і властивості матеріального світу. Якщо новий відкритий закон не інваріантний до перетворень координат, то це свідчить про його некоректність.

Розглянемо рухому і нерухому систему координат.
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Перетворення Галілея виражають властивості простору і часу в класичній фізиці. Простір і час є абсолютними, не залежать одне від одного  і від руху тіл. (1) виражає абсолютність простору, (2) – часу. Рівняння механіки інваріантні: 
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§ 2.
Перетворення Лоренца

В другій половині ХІХ століття була створена теорія електромагнетизму, яка виражалася системою рівнянь Максвелла. Ці рівняння виявились інваріантними до перетворень Галілея. Це могло бути обумовлено трьома факторами:

1) Невірності системи Максвелла;

2) Тим, що принцип відносності несправедливий;

3) Невірні перетворення Галілея.

Перші два пункти спростувалися експериментально, тобто невірними залишилися перетворення Галілея. 

Новий вид перетворень, які б залишали рівняння Максвелла інваріантними, знайшов Лоренц. Але він це зробив формально і вважав, що фізичного змісту вони не мають. Ейнштейн пішов значно далі. Він створив нову теорію простору і часу, яку назвав релятивістською  теорією, або це теорія відносності.

В основі цієї теорії покладено два постулата, які мали дослідні підтвердження. Перший постулат - принцип відносності: в усіх інерціальних системах відліку всі фізичні процеси протікають однаково. Ейнштейн поширив механістичний принцип відносності Галілея на всі фізичні явища.

Другий постулат: постійності швидкості в інерціальних системах відліку, який Ейнштейн поклав в основу СТВ, і який являється узагальненням дослідів і фактів. Цей факт встановив Майкельсон за допомогою інтерферометрів. 

Швидкість розповсюдження 
[image: image1105.wmf]J

 не залежить від руху системи відліку і являється максимально можливою швидкістю розповсюдження сигналу або взаємодії. 

§3.
Властивості простору і часу
Нові властивості простору і часу в СТВ витікають з перетворень Лоренца. 
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де 
[image: image1114.wmf]c
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 - відносна швидкість.

При малих швидкостях, 
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, перетворення Лоренца переходять в перетворення Галілея. Це дуже важливо, так як будь-яка нова фізична теорія повинна включати в себе, як граничний так і частковий випадок старої теорії, яка підтверджувалася експериментально.

Перетворення зазнають не тільки просторові координати, але і час (час залежить не тільки від руху тіл, але й від координат: в різних точках – різний час). При 
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 вирази перетворень стають уявними, це вказує на неможливість руху при 
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Перетворення Лоренца являються математичним виразом постулата постійності швидкості і принципу відносності. За допомогою перетворень Лоренца принцип відносності можна сформулювати таким чином: всі закони природи інваріанті відносно перетворень Лоренца, або релятивістськи інваріантні.

§4.
Кінематичні наслідки перетворень Лоренца

Властивості простору і часу в СТВ витікають із перетворень Лоренца. Властивості простору і часу:

1) відносність одночасності подій.

Одночасними вважаються події, які відбуваються в один і той же час. Нехай  в нерухомій системі координат, в один і той же час, в різних точках 
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 відбуваються дві події 
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. Розглянемо ці події в системі 
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Якщо дві події одночасні і в одній системі відліку відбуваються в різних точках, то в іншій системі відліку вони не одночасні ( якщо відбуваються в одній точці – одночасні ). Ці події розділені часовим інтервалом: 
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Якщо 
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, то в системі координат, яка рухається в напрямку осі 
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. Тобто послідовність одних і тих же подій  в різних системах відліку буде різною. 

2). релятивістський ефект скорочення довжини.

Довжиною рухомого тіла називають відстань між системи координат, яка знаходиться в стані спокою і з якими співпадають початок і кінець рухомого тіла в деякий момент часу.
Нехай стержень довжиною 
[image: image1130.wmf]l

 знаходиться в стані спокою в рухомій системі координат. Тоді координата 
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 - довжина тіла в системі координат, в якій воно нерухоме.  Відмітимо положення кінців в момент часу 
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 в системі 
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. В цій системі стержень рухається із швидкістю 
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 в напрямку осі 
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[image: image1139.wmf]2
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 - виражає Лоренцеве спрощення довжини. 

Довжина тіл зменшується в напрямі руху (в русі перпендикулярних напрямках); розміри тіл не змінюються, тіло сплющується в напрямку руху. Експериментально цей факт зафіксувати не вдалося, внаслідок скінченності швидкості розповсюдження світла. 

Розглянемо релятивістський ефект сповільнення часу в рухомій системі координат. Нехай в одній і тій же точці рухомої системи координат, точці 
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, відбуваються дві події в моменти часу 
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. В нерухомій системі координат ці події відбуваються в різних точках в моменти часу 
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 - власний час, час який визначається за годинником, який рухається разом з тілом. Власний час є інваріант, тобто не змінюється при переході в різні системи відліку. Знайдемо тривалість інтервалу цього часу в системі координат 
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Тоді 
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- виражає релятивістський ефект сповільнення часу. Спершу ефект сповільнення був пояснений Ейнштейном на досліді, який можна зробити подумки. Це ефект близнюків. 

Сповільнення часу отримало багаторазове експериментальне підтвердження: вдалося на земній поверхні зафіксувати 
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Нехай в системі 
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 тіло рухається із швидкістю 
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 вздовж осі 
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 і в цій рухомій системі задане рівняння руху:  
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В нерухомій системі координат:
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Встановимо зв’язок між компонентами швидкостей:
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Розглянемо дві події розділені нескінченно малим проміжком часу 
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 . Для цих подій відповідно:
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Відповідно
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Особливості перетворення швидкості:

1). Формули несиметричні відносно 
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2). Якщо швидкості 
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 значно менше с, то отримаємо класичний закон додавання швидкостей:  
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Із (4) видно, що сума швидкостей не може бути більшою с. Це є наслідком того, що перетворення Лоренца отримані на основі постулата про постійні швидкості.

§5.
Інтервал

На основі вищесказаного складається враження, що в теорії відносності всі величини є відносними. В дійсності ж особливості СТВ, в якій проявляється єдність простору та часу розкривається не тільки в перетвореннях Лоренца, а й в особливому інваріанті теорії відносності, який називається інтервалом.

Розглянемо дві події. Перша подія відбувається в точці з координатою (
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Можна показати, що в системі 
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- інтервал, який є інваріантом відносно перетворень Лоренца.

На відміну від класичної теорії, де інваріантами є відстань між двома точками і інтеграл часу, в теорії відносності інваріантом є інтервал. В цьому понятті нерозривно пов’язані  просторові і часові координати. Тобто, інтервал визначає відстань між двома точками в чотирьохвимірному просторі і часі. Розглянемо дві події для яких 
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. Виникає питання: Чи можна так підібрати систему 
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, щоб в ній події відбувалися в одній і тій же точці, тобто, щоб 
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Так умова, що 
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- це умова, при якій виконується причинно -наслідковий звя’зок. Тобто, якщо в системі 
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 подія наступила пізніше, то і в системі 
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 чергування подій не зміниться. Інтервал такого типу називається чашоподібним. Якщо ж інтервал 
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, то такий інтервал називається просторо подібним. Цей інтервал не може пов’язувати дві події, між якими існує причинно-наслідковий зв’язок. 
Розділ. 12. Чотиривимірна кінематика СТВ

§1.
Чотиривимірний простір час Мінковського

В СТВ існує нерозривний зв’язок між простором і часом. Цей факт спонукав Мінковського ввести геометричний образ чотиривимірного світу. В тривимірному просторі точка характеризується сукупністю трьох чисел – координат (
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). По аналогії, чотири числа (
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) характеризують точку в чотиривимірному світі. Перехід від однієї системи координат до іншої в чотиривимірному світі відбувається з допомогою перетворень Лоренца. Ці перетворення лінійні. Квадрат інтервалів: 
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- визначає відстань між двома точками в чотиривимірному просторі.

Зручно вважати часову координату уявною. Будемо вважати, що 
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де 
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 - часова координата.

З врахуванням (2) (1) можна записати у вигляді:
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Перетворення Лоренца згідно (2) можна записати:
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Відповідно зворотні перетворення:
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Введення уявної одиниці – допоміжна операція. Її введення спрощує обчислення. Перетворення Лоренца (4), які переводять координати точок чотиривимірного простору із однієї інерціальної системи відліку в іншу, при яких зберігається інтервал інтерпретується як поворот осей прямокутної системи координат.

Перетворення Лоренца можна записати у вигляді 
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де коефіцієнт 
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 визначається матрицею, 
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 - номер строчки, 
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 - номер стовпчика
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Сукупність чотирьох координат, яку визначають положення частинки називають світовою точкою. Рух частинки в просторі і часі зображується в чотиривимірному просторі світовою лінією. Відстань між двома нескінченно близькими світовими точками визначається інтервалом. Якщо з початку координат в деяку чотиривимірну точку провести радіус-вектор, то можна вважати, що координати цієї точки дорівнюють компонентам чотиривимірного радіус-вектора. Цей вектор позначається так:
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Поняття чотиривимірного вектора суттєво полегшує багато обчислень. Якщо сукупність деяких чотирьох величин утворює вектор, то відомий закон переходу цих величин при переході з однієї системи координат в іншу:
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З цього виразу слідує, що відстань між двома світовими точками є інваріантом відносно перетворень Лоренца.

Із (7) і (3) видно, що в чотиривимірному просторі квадрат інтервалу і квадрат відстані має знак „мінус”. В еквівалентному просторі квадрат відстані між двома точками більше нуля. Тому чотиривимірний простір називають псевдоевклідовим. При переході від однієї інерціальної системи відліку до іншої  компоненти чотиривимірного вектора (тобто координати світової точки) перетворюються по формулам (4) і (6). Тобто проекції змінюються а довжина вектора залишається незмінною. Це відповідає тому, що перетворення Лоренца відповідають повороту системи координат.
Релятивістська механіка

Розглянемо в чому полягають вимоги СТВ для механіки. В побудованих чотиривимірних релятивістських рівнянь руху спираються на особливості векторної форми запису. Як і у випадку звичайного тривимірного простору, перевага векторного запису в тому, що вона не залежить від координатної системи. При зміні координатної системи змінюються проекції вектора, а не сам вектор. Тобто, змінюється рівняння в проекціях, а векторні рівняння не змінюються. При тривимірному записі закону динаміки 
[image: image1232.wmf]F
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 диференціювання проводилося по скалярній величині часу. В результаті знову отримаємо вектор. В СТВ час уже не є інваріантом. Відношення чотиривимірного вектора імпульсу до часу уже не являється вектором (тобто змінюється при переході до іншої системи відліку). Необхідно ввести величину, яка пов’язана зі звичайним часом, але має властивість інваріантності. Цим умовам задовольняє власний час частинки.
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